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PREFAZIONE 


Molto spesso avviene che libri moderni di argo- 
mento scientifico abbiano, almeno a guisa d’intro- 
duzione, pagine relative alla storia delle ricerche 
compiute fin dall’antichità in quel dato campo di 
studi, e in tali pagine si parli più o meno diffusa- 
mente della scienza greca. Ma non sembra altret- 
tanto frequente il caso che simili riassunti storici 
rivelino, non dico vedute originali, ma almeno segni 
manifesti di una conoscenza diretta delle cose di 
cui parlano i loro autori. Si direbbe che il rigore 
scientifico sia, per tacito consenso di chi scrive e 
di chi legge, richi&sto solo nelle pagine successive, 
mentre nella parte storica sia lecito riassumere o 
copiare senza soverchio scrupolo da qualsiasi ma- 
nuale o enciclopedia. 

Una conseguenza di tal modo di procedere - dico 
una conseguenza, e potrei dire: un motivo - è che 
nella generalità dei dotti e semidotti si parla, si, di 
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scienza greca, perché non se ne può fare a meno, 
ma sì è piuttosto lontani dal valutare a dovere la 
grandezza e l’importanza di essa. È, per esempio, 
abbastanza diffuso uno storto giudizio su quello che 
costituisce, per così dire, il debito della civiltà mo- 
derna verso i Greci; perché molti credono in buona 
fede che solo nella poesia e nell’arte, e un tantino 
nella filosofia (a che Platone e Aristotele, in fin dei 
conti, se tutta la filosofia moderna comincia da Kant? 
e torna irresistibilmente a Kant come una farfalla 
che svolazza intorno a un lume?), fuori, dico, di 
quei campi non abbiamo bisogno d’ imparare niente 
dai greci, né questi insegnarono mai niente d’im- 
portante al genere umano.* 

Ed è curioso osservare come questo errore sia 
stato e sia favorito anche dai cultori stessi degli 
studi classici, per un esagerato amore ai capolavori 
letterari e per un ostentato disprezzo degli altri ele- 
menti che a buon diritto debbono far parte di una 
« scienza dell’antichità » veramente degna di questo 
nome. La cosa comincia a diventare grottesca in 


* Tra quelli - pochi invero anche fuori d’Italia, dove 
sono pochissimi - che hanno levato la voce contro questo 
pregiudizio, va messo in prima linea, il venerando J. P. 
Mahaffy, il cui libro What have the Greels done for mo- 
dern civilisation? (New York-London 1909) merita di tro- 
vare anche in Italia molti lettori. Una traduzione sarà pub- 
blicata fra breve dall’ editore Sansoni. 
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questi ultimi tempi, in cui ci tocca sentire qualche 
rappresentante ufficiale dell’ insegnamento classico 
superiore, trinceratosi opportunamente fra le gran- 
casse dei futuristi, tuonare anche contro la filologia 
in senso stretto, e predicare che fuori della lette- 
ratura non c’è altro, Il che, se fosse preso sul serio 
— e il pericolo nonè certo lontano - porterebbe a 
dar ragione ai nemici del classicismo, ai quali sem- 
bra che tutto il godimento intellettuale dato dalle 
opere letterarie non compensi la fatica necessaria 
per poterle studiare direttamente, e che si faccia 
più presto a servirsi di traduzioni. 

Si dovrebbe comprendere che tutto l’amore per 
i grandi classici —- se non è, come amore, addirittura 
cieco - non esige affatto il disprezzo o l'ignoranza di 
certe opere modeste che il classicista fanatico non 
legge e distruggerebbe volentieri per non lasciarle 
leggere agli altri. Anzi, se amore è, qui più che al- 
trove, fatto di conoscenza e d’intimità, è chiaro che 
andare molto addentro nella intelligenza dei clas- 
sici è il fine prossimo di tutti i nostri studi. Ma 
tutti sanno che a questo fine sì appresserà prima e 
meglio degli altri chi non avrà trascurato di cono- 
scere quanto più è possibile lo stato generale della 
cultura e le forme e gli atteggiamenti particolari del 
pensiero, in mezzo ai quali vissero gli autori delle 
grandi opere artistiche e letterarie. Ora, una storia 
della cultura - ch’ è dunque in fondo il presupposto 
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indispensabile anche della storia letteraria e della 
critica estetica - come si può tentare trascurando, 
non dico tutte le manifestazioni secondarie - non 
inutili mai, anche se piccole e minime, - ma tutto 
il campo della investigazione e produzione scien- 
tifica e gli scritti destinati a divulgare la scienza? 


* 
* * 

A parte questo contributo importante alla cono- 
scenza complessiva della cultura antica, la scienza 
ellenica, pur cosi mutila come è giunta a noi, sl 
presenta fornita di pregi intrinseci tali, che merita 
di essere studiata per se stessa non meno che la let- 
teratura e l’arte. Perfino tra i torbidi rivoli della 
falsa scienza, come nell’ astrologia, nell’ alchimia, 
nella fisiognomonica, scorrono qua e là vene puris- 
sime di genialità e di pensiero profondo; sicché il 
tempo, vecchio burlone, ha presentato - forse pre- 
senterà ancora - qualche volta come scoperte scien- 
tifiche modernissime, certe osservazioni e teorie, che 
giacevano da secoli in mezzo a quel materiale co- 
perto dall’ oblio e dal disprezzo. Ma nei campi 
della matematica, della medicina, della geografia, 
per non dir altro, ci sono opere greche degne di 
attirare anche oggi l’attenzione dei dotti e delle 
persone colte, se non per la materia, almeno per 
il metodo della ricerca e per la forma dell’esposi- 
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zione. Per questo io mi rallegro col valoroso edi- 
tore fiorentino che in questi momenti difficili non 
esita a dare alla luce questo volume, e mi auguro 
ch’ egli non sì fermi qui, ma dia all'Italia tutta 
una serie di volumi adatti come questo ad iniziare 
alla conoscenza diretta della scienza greca ogni per- 
sona mediocremente colta e' modestamente volen- 
terosa. 

Il mio collega Giovanni Vacca - un uomo al 
quale, se fosse vissuto ai tempi di Aristotele, sa- 
rebbe stato attribuito per “comune consenso l'epi- 
teto di pidouadsotaros, tanto è l’ardore di sapere 
che lo spinge allo studio delle materie più dispa- 
rate e nei campi più remoti e difficili, - curando 
con intelligenza ed amore questo volume, ha mo- 
strato in pratica molto bene quali debbano essere 
le doti proprie delle pubblicazioni di questo genere. 
Ciò che trattiene molti dalla lettura dei libri antichi 
è sopratutto la difficoltà della lingua; e a ciò prov- 
vede la traduzione fedele e garbata, a cui sì rivol- 
gerà di tanto in tanto chi non ha forze sufficienti 
per intendere subito il testo da sé, e di cui potrà 
servirsi anche chi non conosce affatto il greco. À.i 
giovani del ginnasio classico sarà gradito certa- 
mente trovarsi, senza troppa fatica, in grado di 
fare in greco la dimostrazione di un teorema. Può 
essere un primo passo a quel rinnovamento degli 
studi classici, che dovrà portare vita nella scuola 
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classica, senza bisogno di ridurre la grammatica 
greca al metodo Berlitz. 

Per gli alunni di altre scuole - anche se l’edu- 
cazione umanistica sia in essi tanto rudimentale da 
non permettere loro di gustare la tipica bellezza 
del ragionamento euclideo — il Vacca ha raccolto 
nella prefazione e nelle note notizie utili ad ognuno 
che non voglia o dire spropositi o non sapere aprir 
bocca in materia di storia della scienza. A me che 
ho scorso con piacere e con profitto le pagine di 
questo libro, sia concesso di rallegrarmi col Vacca 
e sperare che egli sia non solo il primo, ma anche 
uno dei più attivi collaboratori della collezione che, 
secondo i miei voti, si inaugura appunto con questo 
volume. 


Roma, 16 novembre 1915. 


NicoLa FESTA. 


INTRODUZIONE 


1. Poco assai si conosce della vita di EucLIne. 
ProcLo da Bisanzio (il quale visse dal 412 al 485 
d. Cr.) riferisce che « Euclide compilò i suoi Ele- 
« menti raccogliendo molti teoremi di Euposso, 
« perfezionandone molti di TEETETO, e completando 
« con dimostrazioni esatte ciò che i suoi predeces- 
< sori avevano lasciato di incompleto. Euclide visse 
« al tempo del primo Tolomeo (il quale regnò dal 
« 306 al 283 av. Cr.). Poiché ARCHIMEDE, il quale 
« venne subito dopo, parla di Euclide; ed inoltre 
« si dice che avendogli una volta Tolomeo chiesto 
se vi fosse in geometria una via più breve de- 
« gli Elementi, rispose che in geometria non vi sono 
<« vie regie ». 

Euclide sembra avesse studiato in Atene tra 
i discepoli di Platone. Fondò poi ad Alessandria 
una scuola ed ebbe tra i suoi discepoli APoLLONIO 
da Perga. | 

Si racconta infine che un tale, avendo comin- 
ciato a studiare geometria con Euclide, dopo aver 
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studiato il primo teorema gli chiese: « Ma che 
guadagnerò imparando queste cose? » e che Eu- 
clide, chiamato il suo schiavo, rispondesse: « Da- 
gli tre denari, poiché egli vuol trar guadagno da 
ciò che apprende ». 

2. Allorquando Euclide scriveva, la geometria 
greca aveva già tre secoli di vita. 

Era nata, come il nome stesso indica (agrimen- 
sura, misura dei campi), e come gli scrittori greci, 
concordi, riferiscono, per bisogni pratici, in Egitto. 

D'altra parte il bisogno di rendersi conto e di 
descrivere i fenomeni celesti aveva già condotto i 
Babilonesi e gli Egiziani alla scoperta delle prime 
verità aritmetiche e geometriche. 

TaLETE da Mileto, nato intorno al 625 av. Cr., 
Fenicio di origine (Eroporo I, 170), è il primo 
scrittore greco di matematica. Sembra che egli 
abbia predetto l’eclisse di sole del 28 maggio 585 
av. Cr., utilizzando alcune nozioni assai semplici 
sulla periodicità delle eclissi, scoperte dagli astro- 
nomi Babilonesi. PLurARco (Solon. vit. c. 2; de 


1 G. SCHIAPARELLI, nei suoi importanti scritti: / pri- 
mordi e î progressi dell’astronomia presso i Babilonesi. 
(Scientia, Rivista di scienza, Bologna 1908, vol. III pa- 
gine 213-259, vol. IV p. 24-54), ha dimostrato che le co- 
noscenze astronomiche dei Babilonesi erano assai imperfette. 
I loro calcoli erano quasi soltanto interpolazioni aritmetiche, 
ed essi non capirono mai come la geometria fosse necessaria 
per risolvere con precisione i problemi astronomici. 

Ai tempi di Talete essi ignoravano ancora il periodo di 
223 lunazioni detto saros, che regola approssimativamente 
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plac. phil. I, c. 3) dice che Talete era un nego- 
ziante, e che viaggiò a lungo in Egitto, dove egli 
apprese probabilmente le prime nozioni geometri- 
che.! I suoi scritti sono perduti. ProcLo gli attri- 
buisce le prop. 15 e 22 del primo libro di Euclide. 

Priracora da Samo (nato intorno al 570, morto 
a Metaponto intorno al 470 av. Cr.) dopo aver a 
lungo viaggiato in Egitto e in Babilonia, fondò a 
Crotone una scuola. Nessuno scritto ci resta di lui. 
Gli si attribuisce da Plutarco e da Proclo la prop. 
47 del primo libro di Euclide. 

Ed ai Pitagorici si attribuiscono le prop. 39 e 
44 dello stesso libro. 

Durante i due secoli seguenti, nella Grecia 
stessa, nelle isole e nelle coste dell'Asia minore, 
in Egitto, nelle colonie greche dell’ Italia, la geo- 
metria, l’aritmetica, l'astronomia si svilupparono e 
crebbero tanto da superare di gran lunga quanto 
ognì altro popolo dell’ antichità aveva scoperto in 
queste scienze. Basti ricordare soltanto i nomi di 
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il ritorno delle eclissi, ma probabilmente, avevano soltanto 
osservato che le eclissi lunari si seguono regolarmente 
intervalli di quasi sempre 17 lunazioni senza eclissi, seguite 
da una serie di cinque o sei eclissi, separate da sei luna- 
zioni ciascuna. Le cinque o sei eclissi sono una o due par- 
ziali, due totali, una o due parziali. 

Ma soltanto assai più tardi gli astronomi greci riusci- 
rono a prevedere col calcolo le eclissi lunari e solari, libe- 
rando gli uomini dai terrori e dalle inquietudini che questi 
fenomeni producevano. 

1 Cfr. IAMBLICHI, De communi mathematica scientia X.XI, 
ed. Festa, Lipsia. Teubner. 1891 p. 66. 
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ANASSAGORA, di ExoPipE da Chio, al quale si at- 
tribuiscono le prop. 12 e 13 del I libro di Euclide, 
di ZENoNE da Elea, di IPpPocraTE da Chio, di Tro- 
poro da Cirene, di Trereto da Fraclea, di Ar- 
cHITA da Taranto, amico di PLaronE; di Euposso 
da Cnido, scolaro di Archita e di Platone; di 
Eupemo da Rodi, scolaro di ARISTOTELE, di PITEA 
da Marsiglia. 

È difficile poter spiegare come mai la matema- 
tica greca sì sia tanto rapidamente sviluppata, in 
modo da superare di gran lunga quella di tutti gli 
altri popoli. Anche per la matematica accade in 
Grecia ciò che accade per le arti belle, per la poesia, 
per la storia, per la filosofia: i (treci sono primi 
tra 1 loro contemporanei e poi ì nostri maestri. 

È da notare però che il considerevole sviluppo 
della matematica in Grecia nel VI e nel V secolo, 
procede di pari passo, e forse è in parte la conse- 
guenza, dei progressi della tecnica.! 

Eropoto (III, 60) ricorda come una costruzione 
veramente maravigliosa, l'acquedotto di Samo, 1l 
quale comprendeva una galleria di un chilometro 
e mezzo (sette stadi di lunghezza), costruito dal- 
l'architetto Megarese EupALino nel VI sec. av. Cr. 
La costruzione di questa galleria, cominciata, come 
sembra, ai due imbocchi contemporaneamente, esì- 


1 Da un’ interessante conferenza di H. DikLs, Wissen- 
schaft und Technik bei den Hellenen, Neue Jahrbicher fiir 
das classische Altertum, Berlin, Teubner 1914, I, p. 1-17, 
tolgo alcune delle citazioni seguenti. 
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geva l’uso di molte e svariate cognizioni matema- 
tiche. La scienza delle costruzioni navali (tanta 
parte ebbe il mare nella vita del popolo greco), 
l’arte di navigare e la conseguente necessità di 
conoscere la configurazione dei mari, spiegano co- 
me già Anassimanpro da Mileto avesse costruito 
per i naviganti una carta celeste ed una terrestre. 

L’arsenale costruito al Pireo esisteva già da 
due secoli ai tempi d’ArcHBIMEDF. Cosicché le sue 
opere, sulle quali ancor oggi sono fondate le teo- 
rie dei moderni costruttori navali, sono forse il 
coronamento di una lunga serie di tentativi e di 
esperimenti. 

Il ponte di navi sul Bosforo costruito per or- 
dine di Dario dall’architetto ManprocLE da Samo 
(Eroporto IV, 87-88), o il ponte sull’ Ellesponto 
costruito per ordine di Serse (Eroporo, VII, 34) 
farono opere di cui ancor oggi sarebbero fieri i 
capi dei nostri moderni eserciti. 

L'arte militare! pure contribui al progresso 
della meccanica. Le macchine belliche, balliste, 
catapulte, etc. furono già adoperate dai Greci di 
Sicilia sotto Dionisio il vecchio (400 av. Cr.), ed 
è probabilmente anche a causa dei progressi della 
tecnica militare greca che la Sicilia resisté per 
molti secoli contro i Cartaginesi. 


! PLATONE nella Zepubblica (VII, 9) rileva la evidente 
utilità della geometria nell’arte della guerra, nel tracciare 
gli accampamenti, nell’assedio delle fortezze, nella concen- 
trazione e lo spiegamento dell’esercito, etc. 
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Cosi il primo trattato di meccanica (oggi per- 
duto) di ArcHITA da Taranto (429-348 av. Cr.) 
avrebbe contenuto la prima descrizione delle mac- 
chine semplici, e le loro proprietà, forse in seguito 
all’uso osservato nell'arte militare. Come è noto 
che nel continuo uso e nella complicazione dell’ar- 
tiglieria del sec. XV si deve ricercare la origine 
delle speculazioni sul moto dei corpi di Tartaglia 
e di Galileo. 

3. Chi legge la più bella delle commedie anti- 
che, gli uccelli di ARISTOFANE, rappresentata per la 
prima volta nel 414 av. Cr., ed osserva come sia 
posto in ridicolo il geometra MeTONE (v. 992-1020) 
facendogli fare un discorso privo di senso, ma 
composto di frasi tecniche della matematica (egli 
si offre di misurare il cielo con i suoi strumenti, 
di far diventare un circolo quadrato,...), deve con- 
cludere che ‘già fin d’allora la geometria doveva 
aver destato l’attenzione non solo di pochi ricer- 
catori ma del popolo, poiché altrimenti gli spet- 
tatori non avrebbero potuto sentire la comicità 
della scena. 

Ai tempi di PLatoNE (il quale visse dal 429 
al 348 av. Cr.) la geometria aveva già acquistato 
la fisionomia che essa ha ai nostri giorni. « I geo- 
metri, egli dice nella Kepubdblica (VI, 20) suppon- 
gono che esistano le figure, tre specie di angoli, e 
fanno altre supposizioni di questo genere, secondo 
le dimostrazioni a cui mirano; e delle ipotesi fatte 
non danno ragione né a se stessi, né agli altri, 
considerandole completamente evidenti; e partendo 
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da queste, ordinatamente dimostrano tutto il resto, 
per giungere fino a quello che avevano in animo 
di dimostrare. Essi si servono perciò di figure vi- 
sibili, e ad esse applicano i loro ragionamenti, 
sebbene non sia ad esse che essi pensano, ma a 
quelle di cui queste sono l’immagine, facendo essi 
i loro ragionamenti sul quadrato ed un suo dia- 
metro, ma non su quello che essi disegnano; e cosi 
tutte le altre figure che formano o che disegnano, 
ed anche le loro ombre e le loro immagini nel- 
l'acqua, tutte le adoperano come immagini, cer- 
cando di rappresentar quelle che non sono visibili 
che dalla mente... » 

4. Si è perduta una storia delle matematiche 
scritte da EupeMmo da Rodi, e dobbiamo dolercene, 
poiché da essa specialmente attinsero gli scrittori 
greci della decadenza le magre notizie che ci son ri- 
maste sulla storia dei primordi della geometria greca. 

Sulla storia. della geometria greca prima di 
Euclide sono da consultarsi : | 

C. A. BreETscHNEIDER, Die Geometrie und die 
Geometer vor Euklides, Leipzig, Teubner, 1570. 

M. Cantor, Geschichte der Mathematik, Leipzig, 
Teubner, III edizione, vol. I, 1907. 

P. TannERY, Mémotres scientifiques, vol. I e II 
Sciences exactes dans l’antiquité, Paris, Gauthier 
Villars 1912. | 

G. Loria, Le scienze esatte nell’ antica Grecia, 
II ediz. Milano, Hoepli, 1914. 

. Per uno sguardo complessivo allo sviluppo. delle 
scienze in Grecia sì consulti : 
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A. CosaTtINI, Letture ed appunti sulla storia 
della civiltà greca, Roma, Albrighi e Segati, 1910, 
vol. II, pp. 101-195. 

5. Gli elementi di Euclide sono stati adoperati 
dagli antichi, e quasi senza interruzione fino ai 
giorni nostri. Nessun altro libro è stato forse 
mai studiato con tanta continuità, ed accolto con 
tanto interesse. Allorché nel 1608, l'italiano Matteo 
Ricci a Pechino tradusse in cinese i primi sei libri 
di Euclide, essi destarono maggior ammirazione di 
ogni altra cognizione europea. 

La redazione che noi possediamo è in gran 
parte dovuta a Trong Alessandrino (il quale visse 
nel IV secolo d. Cr.). Alcuni frammenti di papiri 
di Ercolano, di Oxyrhyncus e del Fayum permisero 
al filologo danese HerBera! di ristabilire, in parte, 
il testo di Euclide quale lo conosceva ERonE Ales- 
sandrino, tre secoli dopo Euclide, cioè al principio 
dell’era volgare. 

Noi possediamo oggi, grazie all’acume critico, 
e all’assiduo lavoro di molti anni, di J. L. Heiberg, 
una edizione ottima del testo greco, ed una ver- 
sione latina a fronte. 


1 J. L. HEIBERG, Euclidis, Opera Omnia, Leipzig, Teu- 
bner, 1883-1888 in sette volumi. 

Sono inoltre a consultarsi: 

J. L. HEIBERG, Litterargeschichtliche Studien ‘ber Eu- 
klid, 1882. 
» J. L. HeIBERG, Paralipomena zu Euklid, Hermes, 
XXXVIII, 1903. 

J. L. HeiBERG, Mathemat. zu Aristoteles, Abhandl. zur 
Gesch. d. math. Wissenschaften. XVIII Heft, 1904 pp. 1-49. 
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Innumerevoli sono le edizioni e le versioni di 
Euclide. ! Accennerò soltanto ad alcune. 

Celebre in tutto il medio evo fu la versione 
latina di Giovanni Campano, da Novara, il quale 
visse nel secolo XIII, e fu matematico profondo ed 
acuto, ? 

Ebbe pure grande celebrità, ed è veramente 
notevole dal punto di vista matematico, se non da 
quello filologico, la versione italiana di NicoLò 
TartAGLIA, pubblicata da lui nel 1543 e poi più 
volte ristampata. 

La più soddisfacente versione latina, fino ai 
tempi moderni, fu quella di Federico Comman-. 
‘ dino da Urbino (1509-1575), pubblicata a Pesaro 
nel 1572. Ì 

È infine da ricordare che, dopo l’ edizione so- 
pracitata di HrrBeRG, una nuova versione inglese 
in tre grandi volumi di T. L. HrarHg, stampata a 
Cambridge (University Press) nel 1903, ricca di 
numerosi commenti e di elaborate introduzioni, 
offre agli studiosi che conoscono la lingua inglese, 
una ricca miniera di informazioni. Essa mi è stata 
utile per la compilazione di alcune delle note che 
seguono. 

6. In questa edizione del primo libro di Euclide, 
col testo greco riprodotto dall'edizione di J. L. 


! PieTRO RICCARDI, Saggio di una Bibliografia Euclidea, 
Bologna, 1887, 1888, 1890, 1893. 

? Cfr. ANGELO GENOCCHI, Sopra tre scritti inediti di Leo- 
nardo Pisano, note analitiche, Roma, 1855, p. 93. 
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HEeIBERG, a fronte di una nuova versione italiana, ! 
mi son proposto anzitutto lo scopo di persuadere 
gli studenti che studiano greco, che Euclide non 
è difficile, ed a coloro che hanno paura del greco, 
che con gli sforzi di poche settimane si può pro- 
vare il piacere di leggere Euclide nel testo ori- 
ginale. | 

Poiché si tratta di apprendere un centinaio di 
parole, una parte delle quali sono ancor vive nella 
lingua odierna, e poche forme grammaticali. 

7. Il primo libro di Euclide insegna le costru- 
zioni più semplici, di un triangolo equilatero, di 
un quadrato (46). Insegna a bisecare un angolo 
(9), una retta (10), a condurre rette perpendicolari 
(11)-(14) e parallele (31) a rette date. Contiene 
inoltre una teoria degli angoli, dei triangoli, dei 
parallelogrammi ed i primi elementi della teoria 
dell’'eguaglianza delle figure piane. Esso offre quindi 
in poche pagine, in una esposizione armonica, e ben 
concatenata una ricca messe di nozioni geometriche, 
forse più che qualunque altro libro di geometria, 
antico o moderno. 


Roma, Ottobre 1915. 
G. VACCA. 


1 L'edizione di ENRICO BETTI e FRANcESCO BRIOSCHI, Gli 
Elem. di Euclide, Firenze, Le Monnier, 1867, è anteriore 
all’edizione definitiva del testo greco di J. L. HeIBERG (1883). 
I due editori avevano preso per base l’edizione di VIVIANI, 
scolaro di GALILEO (1690) e quella di R. Simson (1756). 


AVVERTENZA 


tt 


Nella versione mi son mantenuto fedele al testo. No- 
terò che le frasi di Euclide: « A, B eguali a C», ovvero 
«A, Beguali a C, D » nella lingua algebrica moderna si scri- 
vono: A+ B=C, A+B=C+-D. Invece la frase « A, B 
sono eguali a C, D ciascuno a ciascuno », significa: A = €, 
B=D. 

Il nome astratto somma non si trova in Euclide. 

Questo modo di dire di Euclide ha forse, indirettamente, 
dato origine al nostro simbolo + il quale, secondo le più 
probabili ipotesi, è soltanto una abbreviazione della parti- 
cella ef. 

Nella nota alla proposizione (35) si troveranno le ragioni 
per cui credo che alla classica parola eguale convenga con- 
servare il suo senso primitivo, anziché introdurre la parola 
equivalente proposta da Legendre. 

Nelle note alle proposizioni (18) e (19) ho fatto uso di 
due delle notazioni del calcolo logico, e precisamente del 
segno = che si legge « n0n », e si pone innanzi ad una 
proposizione per negarla, e del segno o che si legge « con- 
segue, sî deduce, sono,...» e si pone tra due proposizioni 
per dire che la seconda si deduce dalla prima, ovvero tra 
due classi, per dire che gli individui della prima classe s0n0 
individui anche della seconda classe. 

Cosi ad esempio: 

(Romani) o (Italiani) . (Italiani) o (Europei) .0 
= (Europei) 0 = (Romani) 

I punti servono per separare le varie parti della propo- 
sizione. 

Per maggiori notizie si consulti G. PEANO, Arifmetica 
generale ed Algebra Elem. Torino, Paravia, 1902. 
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ZTOIXEIQN 
A : 


ELEMENTI 
LIBRO I 


EucLIDE I, ed. Vacca. 


LÌ 
a. 


‘Opoi. 


Inuetov éotv où uéoos oder. 

Itauw) dé ufuos drndares. 

I'oauuffs dé nÉ0ata onueta. 

Ebdeta yoauw) Ééotv fre éÈ ivov tole Ép 
baveno onuelois netta. 

e. ’Ermdavera dé Ééovv È ufjuos naù nAatos ud- 
vov Èyel. 

c. ’Emqpaveias dè néoarta yoaupal. 

C'. ’Eninedos émpuveà éotv, Mus éE l00v tale 
ép° Éavtijs evdelars netta. 

n. ’Eninedos dé ywria Ééorilv i) év énnéd® òvo 
yoauuav dantouevwv dilAwv xal wu) n° eddelas ner 
pévwuv a00s diiAas Tov yoauuov xAlots. 

d'. "Ortav dè al neoéyovoai Tv pwviav voauuai 
evdetar bow, edvdiycauuos xadettar 7) yuvia. 

ut. "Orav dè edera én° evdetav otadetoa tàg ép- 
eEns puwvias loas GARA ag mo, dodi) Exatéoa TOv 
lowv yuvov orti, xal 1) Épeotnuuta eddela naderog 
nadettar ép iv épéotnuev. 


ta A 


*) Traduco con termini, il greco 600: piuttosto che con 
definizioni, come si fa comunemente, perché queste prime 
pagine introduttorie, invece che definizioni matematiche, 
sono piuttosto chiarimenti o spiegazioni analoghe a quelle 
che si danno oggi nei dizionari. Queste prime pagine con- 
tenenti queste prime spiegazioni, i postulati e le nozioni 


I. 


Termini * 


1. Punto è ciò che non ha parti. 

2. LineA una lunghezza senza larghezza. 

3. ESTREMI DI UNA LINFA son punti. 

4. LINEA RETTA è quella che è posta in pari 
rispetto ai suoì punti. 

5. SuPERFICIE è ciò che ha soltanto lunghezza 
e larghezza. 

6. ESTREMI DI UNA SUPERFICIE Son linee. 

7. SUPERFICIE PIANA è quella posta in pari ri- 
spetto alle sue rette. 

8. AngoLo PIANO è l'inclinazione di due linee 
in un piano che si toccano, ma non sono per diritto. 

9. Quando le linee comprendenti un angolo 
son rette, l'angolo si chiama RETTILINEO. 

10. Se una retta posta sopra una retta, fa gli 
angoli adiacenti eguali tra loro, ognuno dei due 
angoli eguali è RETTO, e la retta posta si chiama 


PERPENDICOLARE & quella su cuì è stata posta. 


comuni, sono state, con tutta probabilità, assai alterate e 
deformate durante i molti secoli nei quali questo libro fu 
adoperato nelle scuole. È lecito supporre che le pagine in- 
troduttorie originarie fossero tanto eleganti e sobrie quanto 
son quelle che si trovano premesse agli scritti di Archi- 
mede e di Apollonio. 


4 ETOIXEIQN a'. 


va. ’AuBAeta ywvla éotiv 7) ueibov dobîjs. 

iB. ’Ofeta dì 7 élauoowv dodfjs. 

yy. °’000s éotiv È twds Éori nE0as. 

id'. Zyîua gori tò darò twos 7 tvWwv bowv 
neoLeYduevov. 

e. KunAbds Éotì oxjua érinedov vrò uas yoau- 
uî)s neoceyduerov mods Îjv dp' Évòs onueiov tv ÉvTÒS 
TOÙ Ogijuatos ueuevwv nAoaL al aQooniTTOvoai eÙ- 
Vetar idar dii A as eiciv. 

us. Kevtoov dé tod xindov TÒ omnuetov xadettai. 

'. Adiauetoog dé Tod xixAov gotiv evdeta tIS dia 
TOÙ KEVTOOV ?7)ypuevn uai meoatovuevrn ép° Éxateoa Tà 
uéon VaÒ Tie Tod xixdov nepipepelas, iris nai diya - 
téuver TÒv xundor. 

pn. ‘HunxixAiov dé got tÒò neoieYdUEvOv oYÎua 
Ùnò TE Ts diauetoov val tig dro kauPavouevns Ùn 
ati neoipeoeias. xévtoov dé TOÙ Munvxiiov TÒ 
avrò, è rali tod xixiov éotlv, 

id. Iyijuata evdiyoaunua Éoti tà Vaò eÙdeLOv 

neoeyouEva, TolnAevoa uèv tà Unò TOY, TETOÀ- 
mievoa dé TA Vaò TEOCdOU1r, moluvrAevoa dè tà dò 
nrAgovwv 7) tecdcdowv EÙdELOv meoiEYdUEra. 
x. Tv dè tomevowv ogmnuatar iodrrAevoov uèv 
toiywvov éoti TtÒ tds Toeîc loag Éyov nAevods, loo- 
onelés dé toTtds òvo udras loas Èyov nAÀevods, ocxa- 
Anvov dé TÒ tag ToEIS dvioovs Éyov nAevods. 

xa’. “Et dé tOVv Tondevowv oynuator 60d0yd- 
viov uév tTolpwvov Éoti tÒ ÈÉyov doUnv ywviav, du- 


1 Si notino le inaspettate definizioni di triangolo sca- 
leno, e di triangolo acutangolo, le quali obbligano su- 
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11. AnGoLo oTTUSO è quello maggiore di un retto. 

12. Acuto è quello minore di un retto. 

13. TERMINE è l’estremo di qualche cosa. 

14. Fieura è ciò che è compreso da uno o più 
termini. 

15. Circoto è una figura piana, compresa da una 
sola linea, tale che tutte le rette condotte ad essa da 
un punto posto entro la figura, sono eguali tra loro. 

16. CENTRO DEL cIRcoLO si chiama quel punto. 

17. DIAMETRO DEL cIRCOLO è una retta condotta 
per il centro, e terminata ad ognuna delle parti 
alla circonferenza del circolo, la quale divide anche 
il circolo per metà. 

18. SemicircoLo è la figura compresa dal dia- 
metro e dalla circonferenza da esso tagliata. 

Il centro del semicircolo è lo stesso del centro 
del circolo. | 

19. FIGURE RETTILINEE son quelle comprese da 
rette, TRILATERE da tre, QUADRILATERE da quattro, 
MULTILATERE quelle comprese da più di quattro. 

20. Tra le figure trilatere è TRIANGOLO EQUI- 
LATERO quello che ha i tre lati eguali; IsoscELE 
quello che ha due soli lati eguali; scaLeNO quello 
che ha i tre lati diseguali. 

21. Inoltre tra le figure trilatere, è TRIANGOLO 
RETTANGOLO quello che ha un angolo retto, oTTU- 
saNGOLO quello che ha un angolo ottuso, ACUTAN- 
aoLo quello che ha i tre angoli acuti. ! 


bito a riflettere, chi per la prima volta sente parlare di 
geometria. 


6 ETOIXEIQN a’. 
BAvyoviov dé TtÒò Èyov dufAetav yuwriav, 6Évyaviov 
dé TÒ tag toets déelas Eyov yuvias. 
| xf'. Tév dè terpardevowv cynuatwr TETOdyWvOYv 
uev Eotiv 6 loorAevoor té éoti nai dodoycvior, éte- 
obunues dé è dodoyariov uér, oòx lodérAevoov de, 
bouBos dé 6 lodrAevoov puév, cin dodovaviov dé, 
doufoedés dé tò tag dmevavtiov nAevods te xal yu- 
vias icas diliAa Eyov, è ovte lobérAevoovr éomv 
ovte doVoyaviore tà dè maoà tadra tetodndevoa 
toanégia xalelodw. 

xy. IlaodRAnAoi cio evdeta aîrves év t© 
att® émnéd® ovoa rai éxBfaAAbduevai sis dret0ov Ép 
éxateoa ta uéon éniù undeteoa ocvuniatovow diAi ars. 


Airjuara. 


a. ‘Hitiodw drò rartòs onuelov éri Av 0nuetov 
eUdelav yoauurnv dyvayetv * 

P. Kai nereoacuevnv eÙdelav nxatà tò ovveyés 
én evvelas éufadetv * 

y. Kaizavt xértow rai diaoti)uati xixdov yod- 
PeEOÙ ar 

di. Kaì ndoas tds dodàas ywvias loas dAlnAag 
elva 

e. Kai gav £ig dio evdelas eEÙdeta éÉunirtovoa 
tas évtòs wai érl tà avrà neon yuvias duo dodbv 


! L’uso di chiamar frapezii i quadrilateri aventi due lati 
paralleli è posteriore ad Euclide. 

? Si noti che dire che due rette nello stesso piano in- 
contrate da un’altra retta, si incontrano tra loro, val quanto 
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22. Tra le figure quadrilatere è quaDRATO quella 
che è equilatera e rettangola; oBLUNGO quella che 
è rettangola ma non equilatera; RoMmBo quella chè 
è equilatera ma non rettangola; RoMBOIDE quella 
che ha i lati e gli angoli opposti eguali tra loro, 
ma non è né equilatera, né rettangola; si chia- 
mino TRAPEZI ! tutti gli altri quadrilateri. 

23. PARALLELE sono rette, le quali sono nello 
stesso piano, e prolungate all’infinito da ognuna 
delle due parti, da nessuna delle due parti si in- 
contrano tra loro.? 


Postulati. 


1. Si ammetta di poter tirare da ogni punto 
ad ogni [altro] punto, una linea retta; 

2. e di poter prolungare continuamente per 
diritto una linea retta terminata; 

3. e con ogni centro e con ogni distanza, de- 
scrivere un circolo; 

4. e che tutti gli angoli retti sono eguali tra 
loro; 

5. e che se una retta incontrando due rette, 
fa gli angoli interni e dalla stessa parte minori 


dire che le tre rette formano un triangolo; e che invece il 
dire che due rette nello stesso piano incontrate da una 
‘ terza non s'incontrano tra loro, val quanto dire che esse 
sono parallele, ovvero val quanto dire che le tre rette non 
formano un triangolo. 


8 ETOIXEION a’. 

éAdocovas motfj, éuBaZAouevas tàg dvo evdelags Ét 
daeov ovunintew, ép° d uéon sioîv ai tOv do do- 
Vov É;laocoves. 


Koiwaì Èvvocat. 


a'. Tù t© aùr® ica nai diijAos Eoriv ica. 

B. Kaì gav i00g ica noootedf, tà dha Éotiv iva. 

y. Kai éav drò lowv ica dpapedi) tà xavadet 
adoueva ÉO0TWw ica. 

d. Kai tà EpasudòSovta énr dlAinAa ica dARn Ao 
éotiv. ; 

e. FKaì tò 60v tod ueoovs ustbor. 


n — T_—__————_—————_—_6__——_——6—6_ym__r 


1 Questo postulato è adoperato per la prima volta nella 
proposizione (29). 

? La parola assiomi non è adoperata da Euclide. Aristotile 
li aveva chiamati xotvai dofar, opinioni comuni, suggerendo 
così forse la frase Euclidea. 

3 Euclide adopera nella (4) anche la proposizione inversa 
che cioè cose eguali tra loro si possono sovrapporre l’una 
sull’altra. La distinzione tra eguaglianza e sovrapponibdilità 
è assai sottile. 

Euclide però non fa una teoria generale della sovrappo- 
sizione. Una teoria completa della congruenza (ovvero so- 
vrapponibilità delle figure) è stata costruita da PASCH, 
Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig, 1882, ed esposta 
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di due retti, le due rette prolungate all'infinito, si 
incontrano da quella parte nella quale gli angoli 
son minori di due retti. ! 


Nozioni con:uni.* 


1. Le cose eguali ad una stessa, sono eguali 
tra loro. 

2. E se a cose eguali si aggiungono cose eguali, 
1 tutti sono eguali. 

3. E se da cose eguali si tolgono cose eguali, 
1 resti sono eguali. | 

4. E le cose sovrapponentisi l’ una sull’ altra, 
sono eguali tra loro. 3 

5. E il tutto è maggior della parte. 


con molte semplificazioni da G. PEANO, Sui fondamenti 
della geometria, Riv. di Mat., 1894, t. 4 p. 75 e segg. 

A me sembra però preferibile, quando si voglia fare questa 
distinzione, conservare alla parola eguali il senso che essa 
ha nella logica, ricorrendo invece che alla creazione di una 
nuova relazione di congruenza, ad una frase un po’ più 
complessa come eguali in forma, di equal figura, etc. 

Nelle citazioni, i fermini si indicheranno così: (T 10); 
i postulati, così: (P 3); le nozioni comuni così (C 2); e le 
proposizioni col semplice numero (17). 


10 STOIXEIQN a’. 


a. 


Enì tijs dodelons ebbelas meneoacutvns to6- 
ypovov lodaievoov ocvorijoacda.. 


"Eotw i?) dovetoa evdeta neneoacuEvn 7) AB. 

Aet di) énù tijg AB sùdelas tolywvov lodrAesvoor 
ovoTI)0avdaL. 

Kévtow uév to A, diaotjuari dé TO AB xindos 
yveyodp0w è BIA, xaìù addv uevtow uèv tO B dia- 
otfuatri dé tO BA mindos yeyoag0dw è ATE, vai 
dò tod I onusiov, rad’ è teéuUvovow dAlnAovs oi 
xindoi, érù tà A, B onueta énefevydwoar evdeta ai 
TA, TB. 

Ka. éngì tò A onuetov xévtoov éotì toò TAB 
uixdov, Ion gotiv 7) AT ti AB. nd), gneì tò B 
onuetov xévtoov éotiì tod IT'AE nixdov, ion éoriv i 
BI ri) BA. éòsixdy) dé vai 1 TA ti AB ion éÉxa- 
téoa doa tòv TA, I°B ti) AB gotiv Ion. tà dé TH 
avto loa nai dAAnAos éoriv ica» xaì 7 T'A dea ti 
I'B éotiv ion: ai toeîs doa al ITA, AB, BI' ica dA- 
AAais elolv. 


1. Si è obiettato a questa dimostrazione e a quella della 
successiva (22), che in esse Euclide ammette come evidente, 
che se un circolo ha il centro su di un altro circolo, ed un 
punto interno ad esso, lo taglia. Si è tentato di dimostrare 
recentemente questa proposizione per mezzo di altri postu- 
lati, assai più complicati. Sembra però più semplice l’am- 
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LIBRO PRIMO 


1. — Sopra una retta data terminata, costruire 
un triangolo equilatero. 


Sia AB la retta data terminata, 

Si deve sulla retta 45 costruire un triangolo 
equilatero. 

Con centro A e distanza AB si descriva (P 83) il 
circolo BI°4, e di nuovo con centro B e distanza BA 

s1 descriva (P 3) il circolo ATE, e dal punto /'in cui 

r i circoli si tagliano tra 
loro, si conducano (P 1) 
ai punti A4,B le rette 
TA, TB. 

E poiché il puuto 
A è centro del circolo 
TAB, la AI è eguale 
(T 15) alla AB. E di 
nuovo, poiché il punto 8 è centro del circolo AE, 
la BI è eguale alla BA (T15). Ma si è già dimo- 
strato che JA è eguale alla 428. Dunque ognuna 
delle /°4, I°B è eguale alla AB. Ma cose eguali ad 
una stessa sono eguali tra loro (C1), dunque la ZA 
è eguale alla /°B. Dunque le tre "A, AB, BI sono 
eguali tra loro. 


mettere tacitamente questa proposizione, come parve evi- 
dente ad Euclide. 


12 STOIXEIQN a’. 


lobrAevoov doa éotì tò ABI toiywvor. xal cvv- 
gotatar éni tig dodeions ebdeias nenepacuevns TS 
AB: òneo Édei rorjoat. 


P. 
Iloòs. ta dodévi onpueto ti dodelon edbdela 
ionv evdetav déoda.. 


”Eotw tò uév dodév onustov tò A, î) dé dodetoa 
eùdeta 7) BI det di) 00S TO A oquelo tf dodelon 
eùbela ti) BI ionv evdetav Véoda. 

°EneSevyda vao dnò tod A onuelov érì tò B on- 
uetov evdeta 7) AB, xal ovveotatO® ÉN° aùris toiyar 
vov loorZevoov tò 4AB, val éxPeBihodwoav Én° 
eVdeias taîs AA, AB eùdeta ai AE, BZ, ai xévto@® 
uèv tO B diaomjuari dè tO BI nindos yerodpdw d 
T'HO, nai ra dv uértov tO 4a, deaot)uati 76 AH 
uundos veyoagdw ò HKA. 

“Ensì oùv tò B onuetov xértoov éotì toò THA, 
ion éotiv 7) BI tf) BH. zndlv, énel tò 4 onustov 
xévtoov goti tod HKA nbxdov, ion éotv 7 dA Ti 
4H, &v 7 4A tf) BH éotv ion. Aour) doa 7 AA 


2. Questa proposizione ha molti casi, già analizzati da 
Proclo. A seconda della disposizione delle figure occorre 
cambiare alcune parole nella dimostrazione. Si può però 
sempre ridursi al caso esposto da Euclide. È infine da os- 
servarsi che in altre proposizioni (per es. nella 7) Euclide 
sviluppa soltanto il caso più difficile. 

L’interesse di questa proposizione è duplice. Essa è an- 
zitutto una elegante applicazione della proposizione prece- 
dente e delle nozioni comuni. In secondo luogo essa rende 


uz. -. come uil a. € ek adi NT 
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Dunque il triangolo ABI" è equilatero ed è co- 
struito sulla retta data terminata 458, come dove- 
vasi fare. 


2. — Ad un dato punto apporre una retta eguale 
ad una data retta, i 


Sia A il punto dato, e sia BI la retta data. 
Si deve al punto A apporre una retta eguale alla 
retta data BI. 

Si conduca infatti dal punto A al punto B la 
retta AB (P1), e si costruisca su di essa il trian- 
golo equilatero 4A4B (1), 
e sì prolunghino per di- 
ritto (P2) alle 4A, 4B le 
rette AE, BZ, e concen- 
tro B e distanza BI' si 
descriva il circolo T'HO 
(P 3), edancora con centro 
4 e distanza 4H si descri- 
va (P83) il circolo HKA, 

Poiché il punto B è centro del circolo T'HO, 
la BI è eguale alla BH. Ed ancora poiché il 
punto 4 è centro del circolo HKI} la 44 è eguale 
alla 4H, delle quali la parte 4A è eguale alla AB. 
Dunque il resto A4 è eguale al resto BH (C3). 


inutile il trasporto di una retta nel piano, potendosi sup- 
porre con A. De Morgan, che il compasso adoperato da Eu- 
clide, sia così fatto che chiuda le punte, appena cessi di 
toccar la carta, e che la riga sia cosi fatta che su di essa non 
si possano far segni. 


14 FTOIXEIQN a’. 


Ao ti BH éotiv ion. édciydn dé al } BI ti 
BH ion. éxatéoa doa tv AA, BI i BH éorèv 
ion. tà dé t® avrò loa mal dAAr)Aog Éotìv lva* al 
i) AA doa ti} BI éotv ion. 

Ioòs doa tò doverti onusip t© A ti) dodeion 
evbeia ti BI lon eùdeta xerrar 1 AA dneo Eder 
Toda. 


y. 
Avo doderoty ebberov dvloov darò tijs ueltovos 
ti tAdocovi lonv eùbelav dpeletv. 


"Eotwoav ai dodeica. dvo eddetar dvioor ai AB, 
T, &v pueifuv Eorw ? AB* det di) dnò tig uelsovos 
tig AB tf éAdocovi ti IT ionv eddetav dpederv, 

Kelodw n00s tO A onusi® ti I sddela ion 7 
Ad: nai uévto® uév tO A daotfuari dì TO AA 
nxinios veyodpda è AEZ. 

Kaì éneì tò A onustov xévtoov éotì tod AEZ 
uxuxdov, ion éotiv 1) AE ti AA diilèà xal i) T ti 
AA gotv ion. éxatéoa doa tOv AE, I tf) AA Éotèv 
ion: dote rail 1) AE tf IT éotèv ion. 

duo doa doveoov ebddelov dviowv tOv AB, T 
dò ts ueibovos tie AB ti éhaocovi ti} lion dpr;- 
ontar î) AE bneo Éder rojoa. 


8. Lo scopo di questa proposizione, come quello della 
precedente, è di evitare il frasporta di una retta nel piano 
(poichè per mezzo di questo trasporto i problemi (2) e (8) si 
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— Ma si è dimostrato che la BI è eguale alla BH. 
Dunque ognuna delle due 4/4, BI è eguale alla 
BH. Ma cose eguali ad una stessa sono eguali tra 
loro (C 1), e perciò la AA è eguale alla BI. 
Dunque al punto dato A si è apposta la A4, 
eguale alla retta data B/), come dovevasi fare. 


3. — Date due rette diseguali, dalla maggiore 
tagliare una retta eguale alla minore. 


Siano AB, I' le due rette date diseguali delle 
quali AB sia la maggiore. 

Si deve allora dalla maggio- 
14 re AB tagliare una retta eguale 
alla I. 

Si apponga al punto A, la 44 
eguale alla retta /'(2), e con cen- 
tro A e distanza A4 si descriva 
il circolo AEZ (P3). 

E poiché il punto A è centro 
del circolo AEZ è AE eguale alla A4 (T 15); ma 
anche la J' è eguale alla A4. Dunque ognuna delle 
AE, I è eguale alla A4. Dunque (C1) anche la I 
è eguale alla A£. 

Dunque, date due rette disequali dalla maggiore 
si è tagliata una retta eguale alla maRore, come 
dovevasi fare. 


risolvono immediatamente), e di limitarsi alle operazioni am- 
messe dai primi tre postulati. 
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d. 

°Eàav dio toiyowva tàs dSvo mAsvodàs dvoi nAev- 
cats loas Èyn éxatéoav Éxatéoga xal t)v yoviav tij 
yorvia lonv Èyn t)hv darò t&v lomv edberov ne- 
Quegouévny, xal t)v Bdow ti Pdoer tonv Étei, xal 
tÒ tolyovov tw teiypoovo lcov Fota, xa) ai Aousral 
poviar tale donate pavia ioar Ècovtar Éxatéoa 
Exaréoa, ip ds ai toar mAevoai dirotelvovaw. 


"Eotw dvo toiyuova tà ABI, AEZ tas dvo niev- 
oàs tàs AB, AT vaîg dvoi nAevoats taîz AE, AZ 
icas Eyovta Éxateoav éxatéoa tiv uèv AB vi) AE 
t]v dé AT ti) 44 vai ypwviav tiv vaò BAT ywvia 
ti) vrò EAZ lonv. Aéyw dti vai Pao 7 BI face 
tf EZ ion éorviv, xaù tò ABI tolywvov tO AEZ 
toiywro icov Fora, xai ai Zoural ywriar tate Aot- 


4. Si noti che nell’enunciato è detto « angolo... compreso 
dalle rette eguali », e non « compreso dai lati eguali », per 
conservare la frase adoperata per definire un angolo (T9). 

È stato obiettato a questa proposizione che essa implica 
postulati non formulati, e che è quindi più semplice assu- 
merla tutta intera come un postulato (per es. HILBERT, 
Grundlagen der Geometrie, p. 9), ma l'osservazione è antica 
(IACOBI PELETARII, /n Euclidis Elementa geometrica demon- 
strationum libri sex, Lugduni 1557, p. 15: «.... dicamus, 
hoc Theorema per se clarum esse, neque probatione egere, 
sed Definitionis cuiusdam loco habendum esse »). 

Si osservi però che per mezzo di questa proposizione 
Euclide, ricorrendo più volte alla nozione comune (C 4), 
dimostra che la sorrapposizione di due triangoli eguali si 
può fare sovrapponendo soltanto un lato ed un angolo di 
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4. — Se due triangoli hanno due lati eguali a 
due lati, ciascuno a ciascuno, ed un angolo eguale 
ad un angolo, quello cioè compreso dalle rette eguali, 
avranno anche la base eguale alla base, e îil trian- 
golo sarà eguale al triangolo, ed è restanti angoli 
saranno eguali ai restanti angoli, ciascuno a cia- 
scuno, quelli a cuì sottendono lati eguali. 


Siano i due triangoli, aventi due lati AB, AI 
eguali ai due lati 4E, 47 ciascuno a ciascuno, 
e l’angolo BAI" eguale ‘all'angolo EAZ. 

Dico che anche la base B/' è eguale alla base 
EZ, e che il triangolo ABI" sarà eguale al triangolo 
AEZ, e che i restanti angoli saranno eguali ai re- 
stanti angoli ciascuno a ciascuno, quelli a cui sotten- 


————+—+——— 


esso. La dimostrazione di Euclide, accenna assai in scorcio, 
ad una possibile teoria della sovrapposizione. 

Questo metodo di dimostrare l’eguaglianza di due figure 
per sovrapposizione, sembra più antico di Euclide. Infatti 
Proclo riferisce (HEATH p. 253) che TALETE collo stesso me- 
todo avrebbe dimostrato che ogni diametro taglia il circolo 
in due parti eguali. 

Si noti ancora che la (4) ha una immediata applicazione — 
in agrimensura e in topografia. Se si ha una linea poligo- 
nale piana, e di essa si conoscono tutti i lati, e gli angoli 
che ogni lato fa con quello che lo segue, la linea poligo- 
nale è determinata, cioè due linee poligonali aventi i lati e 
gli angoli anzidetti ordinatamente eguali, sono eguali. 

La dimostrazione si conduce come quella della (4). 

Se si congiunge ogni vertice della poligonale, con quello 
che lo precede di due posti, si ha una catena rigida di 
triangoli. 


EucLIpE I, ed. Vacca. 2 
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naîg pwvias icar ÉEcovtar Énatéoa éxatéog, bp’ dg 
ai ica nkevoai Vaotelvovow, 7 uév vrò ABI ti 
vnò 4EZ, î) dé vaò ATB t{} drò AZE. 
"Epaou»Sougvov vào toù ABI toydvov érù tò 
AEZ tolpwvov mal tiEuSvOv Tod uèv A onusiov 
éni tò 4 onuetov ti)js dé AB evdelas érù t)v AE, 
Epaoudoe nai tò B onustov nl tò E did tò lonv civac 
tiv AB tf) AE* épaguocdons è) tqo AB énù tv 
AE épagudog nai 1) AT eddeta gr tiv AZ dà tÒ 
ionv eivar vv vaò BAT yuwviav ti) baò EAZ: ore 
nai tò I onuetov énù tò Z onustov épaoudozi die 
tò lonv nadiv elvar tv AT ti) AZ. diià uv xai 
tò B énì tò E épagudox: Wdore Pao 7) BI énì Ba- 


cu tiv EZ épagudoz. el ydao tod uèév B érì vò E 


épaguooavtos tod dé I'énù tò Z 7) BI faos énù tv 
EZ oùx épagudozi, dbo eddela ywoiov  tEOLEEOvOv. 
breo éotiv dbvvaror. épapubozi doa 7) BI' Pàos Érù 
tiv EZ xai ion aùri) Fota. dove nal 6Àov tò ABI 
toiyuwvov énù 6Aov TO AEZ toipwvov Épaoudozi xaè 
ioov avt® Éotai, xa ai Aoural vuviai Érù tag Aonàg 
puvias épagubdoovor xai ivcar avtaîs Èoovtai, 7) uèv 
vaò ABI" vi) vnò AEZ i) dè vaò ATB ti) drò AZE. 

°Eav doa duo toiyvuva tàs òvo anAevods òvo 
nkevoats l0as Èyn éxatéoav Éxateoa mal tv yuviav 
Ti) ywvia îonv Èyn tiv vaò tOYv low edderov nEoLEY0- 
uévnv, xal tiv faow ti Paoe ionv EÉÉei, al tò toi- 
yurov TO Toywaro lov Éortai, xal ai Àoural ywriae 
taîg Àoraîg vaviarg icar ÉEcovtar Éxateoa éxateoa, 
vp’ dg ai ioar rAEvoai vvoteivovow: dreo Eder dettat. 


-=—- —-— 
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dono lati eguali, ABI eguale a 4EZ, e AT'B [eguale] 

a AZE. Infatti sovrapposto il triangolo ABI al 

triangolo 4EZ e posto il punto A sul punto 4 e il 

lato A4B sul lato AE, anche il punto B si so- 

vrapporrà al punto E, per essere AB eguale alla 

AE (C4 nota). E sovrapposta la AB alla 4F, an- 

che la AI si sovrapporrà alla 4Z per esser l’an- 

golo BAI eguale a EAZ. Perciò 

A anche il punto l' si sovrapporrà 

al punto Z per esser di nuovo 

eguale AS alla 47 (C4 nota). Ma 

anche B è sovrapposto ad £. Per- 

ciò anche la base BI si sovrap- 

4 porrà alla base EZ. Poiché se B 

è posto su E e I" su Z, sela base 

BI" non è sovrapposta alla base 

E z EZ, due rette comprenderebbero 

. uno spazio, ciò che è impossibile. 

Sarà quindi anche la base B/' sovrapposta alla 

base EZ, e sarà ad essa eguale. Dunque anche 

tutto il triangolo ABI" sarà savrapposto al trian- 

golo AEZ e sarà ad esso eguale (C4), ed 1 restanti 

angoli saranno -sovrapposti ai restanti angoli, e ad 

essi saranno eguali (C4), cioò ABI" eguale a 4EZ, 
ed AIB eguale a AZE. 

Dunque, se due triangoli, etce., come dovevasi 

dimostrare. 
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Tav ilcooxuediv toydovaov al nods tij fdoei 
pavia. toau diliias elotv, xal xo0cexBAindBewody 
tiv Tocov ebberiiv al vò t)v Bédow yovia. loac 
diinAa:s Fcovtac. 


"Eoto tolywvov lvoonedèés tò ABI'Ilonv Èyov t)Yv 
AB nAevoav ti) AT rAevod, xaì noocenfeBAjodwoar 
ém evbelas taîtg AB, Al’ eddeta. ai BA, TE Aéyw 
Ot 1) uév dbaò ABI ywvia ti) vrò ATB ion éoriy, 
i) dé drrò T'BA ij vrò BIE. 

ElAjpda ydo énlù t)s BA tvyòv oquetov tò Z, 
rai dpnonoda daò Tg ueitovos tile AE ti éhaocovi 
tif AZ ion î) AH, wai énegevyiwoav ai ZI, HB 
evdeta. 

°Eneì ovv ion éortiv i) uév AZ vj) AH i} dé AB 
tîj AI, dvo dr) ai ZA, AT òvoì taîts HA, AB ica 
siov Éxateoa énateoa* nal ywriav xowilv meoéyovot 
tv inò ZAH* fido doa 7) ZI Pace © HB ion 
éotiv, xal tò AZI' tgiywvov tò AHB towavg loov 
Éotar, xal ai Zorai yuviar taîs Aonaîgs vuviars lai 


5. Si noti che il ragionamento ha una lieve imperfezione. 
Infatti a principio della dimostrazione si dice « sì tolga dalla 
maggiore AE, la AH eguale alla AZ... ». Come si può esser 
certi che sia AE maggiore di AZ? Evidentemente, o pro- 
lungando quanto occorre la AE, ovvero, il che è lo stesso 
prendendo Z, quanto occorre, vicino a B. 
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5. — Gli angoli alla base dei triangoli isoscelt 
sono equali tra loro, e, prolungati i lati eguali, gli 
angoli sotto la base, saranno eguali tra loro. 


Sia il triangolo isoscele ABI" avente il lato AB 
eguale al lato AI) e si prolunghino per diritto (P2) 
ad AB, AI, le rette BA, TE. 

Dico che l'angolo ABI" è 
eguale all’ angolo AB, e che 
anche /°B4 è eguale a BIE. 

Si prenda infatti sulla B4 
un punto a caso Z, e si tolga 
dalla maggiore AE la AH eguale 
alla AZ (3), e si conducano le 
rette ZI, HB (P1). 

Poiché dunque AZ è eguale ad AH, ed AB è 
eguale ad AI, anche le due ZA, AI" sono eguali 
alle due 7A, AB ciascuna a ciascuna, e compren- 
dono l’angolo comune ZAH; perciò la base ZI" è 
eguale alla base BI ed il triangolo AZI' al trian- 
golo AHB, ed i restanti angoli sono eguali ai re- 
stanti angoli, ciascuno a ciascuno, quelli cioè a 


—_—-_ —P————_——€ 


Un’altra dimostrazione della prima parte di questa pro- 
posizione è stata data da Proclo, il quale suppone che non 
si prolunghino i lati e si prenda 4 sul lato AB, e questa 
dimostraz. non è soggetta alla osservazione precedente. 

Pappo, secondo quanto Proclo riferisce, dimostrava questa 
prima parte senza nessuna costruzione, considerando il trian- 
golo ABT, come due triangoli sovrapposti etc. 
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Ééoovtai éxatéoa éxatéoa, dp’ ds al loai rAEvoai vro- . 
Telvovow, 7?) uév vaò ATZ ti) inò ABH, 1) dì vrò 
AZI' ti bvnò AHB. xaì énei 6AN 7) AZ din ij AH 
éotlv ion, ©v i) AB ti) AT éotiv ion, Ao) doa 7) 
BZ Ao ti) IH éortìv ion. éòsiydn dé vai i} ZT 
ti) HB ion: dio è) ai BZ, ZI èvoì taîs TH, HB 
iva giov Éxatéoa Énatéog: mal ywvia 7 viò BZI 
yuwvia ti vnò I'HB ion, xaì fado avtor movi 7 
BI": naì tò BZI doa toiyovov t® THB topor® 
ioov Éotai, nai ai Aoral ywriar taîs Aourals yvwrias 
ivar Èoovtar Éxatéoa Éxatgoa, dp’ dg ai Îoar rÀEvoaÌi 
vaotElvovor. Î0n doa gotv î) uév vaò ZBI ti) vaò 
HI'B 7 dé vrò BTZ vj} vrò TBH. énsì oùv 6A 7 
viò ABH ywvia 6An ti) inò ATZ ywvia édciydn 
ion, @©v 7) vaò I'BH ti) inò BIZ ion, hour) doa 1) vrrò 
ABI Aounf) tf) inò AT'B gotìv ion: rai eloì odg 
ti) face. toù ABI towovov. édeiydn dé nai i) dò 
Z4BI' ti) vnò HT'B ion: aî sio vnò tv faow. 

l&v doa icoouedl®ov Towdvuv ai n0òs Ti Paoet 
puvia ivar dii) iais eloiv, xal moooeuPAÀNdeLo tor TY 
lowv edderor ai vmò TIv fdow yaoviar iva AhknjAas 
Éoovtar* breo Eder detta. 


6. 
"Eav toiyvov ai dio yoviar loca’ dilAars 


dov, xaù ai dirò tàs toas ywvias Virotelvovoai 
misvpai iva dlljAias Ècovtat. 


ts ——————— 6 ———m——m_É_————-- 


6. In questa proposizione Euclide adopera per la prima 
volta il metodo di dimostrazione chiamato da ARISTOTELE 
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cui sottendono eguali lati (4), cioè ATZ è eguale 
ABH, ed AZI è eguale ad A4HB. E poiché tutta 
la AZ è eguale alla A/H, ed AB è eguale ad AI, 
la restante BZ è eguale alla restante IH (C 3). 
Ma si è dimostrato che anche Z/" è eguale a HB. 

Perciò le due BZ, ZI sono eguali alle due /7H, 
HB ciascuna a ciascuna, e l'angolo BZI è eguale 
all'angolo /'HB, e la loro base B/' è comune. Perciò 
il triangolo BZI' sarà eguale al triangolo /'HB, ed 
1 restanti angoli saranno eguali ai restanti angoli 
ciascuno a ciascuno, quelli cioè a cui sottendono 
lati eguali (4). Quindi l'angolo ZBI" è eguale a 
HI'B, e BIZ è eguale a I'BH, Ma poiché tutto l’an- 
golo ABH è stato dimostrato eguale all'angolo A/°B, 
_ e di essi la parte /'BH eguale ad BIZ, pure il 
resto ABI" è eguale al resto A7°B (C 3); e sono 
alla base del triangolo ABI. E già si era dimo- 
strato che ZBI' è eguale a //°B, i quali sono sotto 
la base. 

Dunque, gli angoli alla base, etc. come dove- 
vasi dimostrare. 


6. — Se in un triangolo due angoli sono equali 
tra loro, anche i lati sottendenti gli angoli eguali 
saranno eguali tra loro. 


riduzione all’ assurdo (i EÎS tò dbdbvatov drayoyi, Anal. 
prior. I, 7, 29b 5) ovvero dimostrazione per assurdo (î dà 
toò dòbuvatov arnddertis, ibid. I, 29, 45 a 35), od ancora di- 
mostrazione conducente all’assurdo (7 eìgs tò àdubvatov dyovoa 
arnoderdis, Anal. post. I, 24, 85a 16). 
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"Eotw toiywvov tò ABI ionv Éyov t)v inò ABI 
ypwvlav ti) inò ATB yuvia* Àévw di nai nievoà 7) 
AB nAevoàd ti AT Éotiv ion. 

Ei yào dviods goviv Î} AB tf AI, 7 éré0a avrov 
ueisav Ééotiv. Eotw pueifowv 7 AB, ual dpnonodo drò 
tijs peigovos tijg AB tf) éharrovi 7 AT ion î) AB, 
nai énefevydo 17 Al. 

°Engi oùv ion éotiv i) 4B ti AI xowi) dè 17) BI, 
| òvo dèi) ai 4B, BI' duo tate AI, TB ica eioìv 
énatéoa énatéoa, ual ywvia 7î) vrò ABI yworia tI) 
vaò AIB éotìv ion: Baos dea 7 Al face. ri AB 
ion éotiv. ual tò ABI" tolypwvov t® AT'B Ttoyoro 
ioov Éotai, tò ÉXacocov T© usifovi: drgo dtormov: oÙx 
doa dvioòs éotw 7) AB tf AI ion doa. 

°"Eav doa towovov ai dio puviu ica dAlnias 
dow, xaì al dnò tàs ioas ywvias vrmoteivovoai rÀev- 
cai loar dAlijhats Ecovtar® Sago Eder detta. 


U. 
“En tijs aùrijs evbelas do taîs avraîs evbelars 
diilai dio svdelai oa. fxatéoa Exatéoa oò cvora- 
brooriar noòds dilw xal diil&w onustw Eni tà aùrà 


péon tà aùtà néoata Eqovoar taîs Ei doyxîjs eÙ- 
Bela. 


Ei yào dvvatov, Eni ts avrijs eùdelac tig AB 


òvo taîs aùtaîs ebvbeiars tatg AI, TB dhiliai duo 


7. L’enunciato della (7) tradotto letteralmente è oscuro. 
I diversi traduttori lo hanno alterato in varî modi. La ver- 
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Sia il triangolo ABI" avente l’angolo ABI 
eguale all'angolo A/'B. 
Dico che anche il lato AB è eguale al lato AT. 
Se infatti la 4B non è eguale alla 47, una di 
esse è maggiore. Sia maggiore la 45, e si tolga 
dalla maggiore 4B la 4B eguale alla minore (3), 
e sì congiunga la AI. Poiché dun- 
que la 4B è eguale alla AI e la 
4 BI è comune, le due AB, BI" sono 
eguali alle due A4/, I°B ciascuna a 
ciascuna, e l'angolo ABI è eguale 
all’ angolo A/°B, dunque la base 
AT è eguale alla base 48, ed il triangolo ABI" 
sarà eguale al triangolo ABI (4), il minore al 
maggiore, il che è impossibile. 
Dunque non è AB diseguale ad AI, dunque è 
eguale. 
Dunque, se în un triangolo, etc. c. d. d. 


8 


1. — Sulla stessa retta, a due stesse rette, non 
sî possono condurre altre due rette, equali ciascuna 
a ciascuna, a due punti diversi e dalla stessa parte, 
aventi gli stessi estremi delle due prime rette. 

Poichè se è possibile, sulla stessa retta 48, 
alle due stesse rette AI) Y°B si conducano altre 


sione libera più semplice, e più vicina al testo greco, ma 
chiara, sembra la seguente: « A due punti diversi e dalla 
stessa parte di una stessa retta, non si possono condurre due 
rette eguali tra loro, da ognuno dei due estremi della retta ». 
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evetar ai AA, 4B ica. fxatéoa Ééxatéoa ovveotà- 
Twoav 100S dilw xaiì dil®@ onueio t% te I xaù A 
éri tà aùtà uéon tà aùtà néoata Eyovoai, vote Ionv 
elvar tiv uèv IA ti AA tò avrò nÉ0ag Eyovoar 
avrf tò A, tv dé I'B ti) AB tò avrò né0as EÉyov- 
cav aùri tò B, rai éneSevydo i TA. 

°Ensì oùv ion éotiv î) AI ti} AA, ion éotì vai 
ywvia 7 vaò ATA ti) dnò AAT" puesitswr doa 7î Unò 
AA’ tig vrò ATTB* no0X}© doa 7 vrò TAB usitaov 
éotì vi)js brò AMB. nahv éneì ion éorv | TB ti 
AB, ion éotì xaù ywvia i) vaò TAB yuwvia ti drnò 
AB. édeiyin dé avis xal nx0%Ài©6 pelbov*» Gneo 
Ééotlv dòvvatov. 

Oùx doa nl ts abrijs evbelas dio tas avtaîe 
evvelag diiar dio edera. ica Exatéoa Éxatéoa 
cvotadijoortar n00gs dil@ mal dil@ onusig Eri tà 
avrà uéon tà avrà nÉ0ata Eyovoar tale ÉÈ doyîjs 
evdelars* Oneo Ed detsa. 


np. 


"Eav dio tolywva tàs dio nAevods dio nAev- 
gal loas Èyy Éxatéoav Exaréga, Èyn di xal tv 
Pdow ti fdozr Ù$onv, xaì tv yoviav ti yorla 
lonv ÉEeL t)v darò t6v lov edberlv neoueyonérnv. 


"Eotw òvo toivwva tà ABI, AEZ ts dvo rAev- 


8. HEATH ha osservato che il testo greco così oscuro, face- 
va parte probabilmente della fraseologia tradizionale, e perciò 
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due rette 44, 4B eguali ciascuna a ciascuna, a. 
due punti diversi /, 4 e dalla stessa parte, aventi 
gli stessi estremi, cosicché I°A sia eguale a 4A, 
aventi lo stesso estremo A, e /°B sia eguale a AB, 
aventi lo stesso estremo B. 
| Si conduca la I. 
I E Poiché dunque AI è eguale 
| ad A4, l'angolo ATA è eguale 
a AAl' (5). Dunque AA/ è mag- 
giore di A4/"B. E quindi I'AB è 
A B molto maggiore di A4/°B (C5). 
Ma ancora, poiché /'B è eguale 
a 4B, l’angolo TAB è eguale a AFB (5). Ma si 
è dimostrato che è molto maggiore, il che è im- 
possibile. 
Dunque sulla stessa retta etc. c. d. d. 


8. — Se due triangoli hanno due lati eguali a 
due lati, ciascuno a ciascuno, ed hanno la base 
equale alla base, avranno anche eguali gli angoli 
compresi da rette equali. 


Siano i due triangoli ABI, 4EZ aventi i due 


sebbene vago, era facilmente capito dai geometri greci. Si 
trovano infatti enunciati spesso nello stesso modo ellittico ed 
oscuro, molti teoremi di geometria nelle opere di Aristotele. 

Euclide dà soltanto il caso più difficile, in cui si sup- 
ponga il punto 4 esterno al triangolo ABI. Se 4 si sup- 
pone interno al triangolo, con qualche lieve semplificazione 
si può ripetere la stessa dimostrazione. 
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eds tds AB, AT taîs dio rAevoats taîg AE, 4Z loas 
éyovta énatéoav éxaté0a, tiv uèev AB ti AE tiv 
dé AT tf) AZ éyérw dè val Bdow ti)v BI face ti) 
EZ ionv* Aéyw du nai vwvia î) vaò BAT puvia tf 
vnò EAZ éorlv ion. 

"EqaouoSoutvov vào toò ABI toewovov érnì tò 
AEZ tolyovov xal tideutvov toù uèv B onuzgiov éni 
tò E onuetov tijs dé BI eddelas érl t)v EZ Épao- 
uooe ual tò I° onuetov Eni tò Z dià tò lonv elvat 
ti) v BI tf) EZ. gpaguocdons dé tie BI gr tv EZ 
épaouboovo. xaì ai BA, TA énì vàs EA, AZ. sì vào 
Baog uèv 7 BI gni faow tiv EZ épagudoz, ai dé 
BA, AT nAevoaì énì vas EA, AZ ox épagudoovow 
diià rapaAlatéovow ©g ai EH, HZ, cvotadi0ovta. 
ni tijs avtije evbcias dio talg aùtatg edvdeias diiat 
òvo eVdetai Ivar Éxratéoa Éxatéoa mods dliw mal dii 
onucig éni tà adtà uéon tà aùtà nÉoata EÉyovoai. où 
ouviotavtai dé* oòn doa épaouofouevns ris BI fa- 
0ews énlù tiv EZ faow oòx épapudoovo: vai ai BA, 
AI nAevgal énù tag EA, AZ. épagudocvow dpa* 
Wote mal ywvia 1 vbaò BAT éni yuwviav tiv Vaò 
EAZ épagudozi xal ion avtij fora. 

"Eav doa dio toivuva tàs duo rAÀevods do 
aAevoals loas Èyn Éxatéoav Énatéoa xal tiv faocw 
Ti) Paoer ionv Eyn, mal tiv ypwviav ti puvia ionv 
Eéfer tv drò TOVv four eÙdeov neoeyouevnv* dreo 
Ééde detta. 
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lati 4B, AT eguali ai due lati AF, 4Z ciascuno a 
ciascuno, AB eguale a AE, ed AI a 4Z. Ed ab- 
biano anche la base B/' eguale alla base EZ. Dico 
che anche l'angolo BAI è eguale all'angolo EAZ. 
Infatti sovrapposto il triangolo ABI sul trian- 
golo 4EZ e posto il punto B sul punto E e la 
retta BI" sulla retta £Z, an- 


A 4 —A cheil punto/ si sovrapporrà 
al punto Z per essere BI e- 
guale ad EZ. 

o Ma sovrapposta la BI 
B R Z sulla EZ, si sovrapporranno 


anche le BA, AI sulle F4, 
AZ. Poiché se la base BI" è sovrapposta alla EZ 
ed i lati BA, AJ" non si sovrappongono sui lati 
EA, Al' ma cadono fuori come in EH, HZ si sa- 
ranno costruite sulla stessa retta, alle stesse due 
rette, altre due rette eguali, ciascuna a ciascuna, 
da due punti diversi e dalla stessa parte, aventi 
gli stessi estremi delle due prime rette. 
Ma non si possono costruire (7); dunque non 
[è vero che] sovrapposta la base B/' sulla base £Z, 
non sì sovrapporranno i lati BA, AI ai lati E4, 
AZ. Dunque si sovrapporranno. Dunque anche l’an- 
golo BAI" sì sovrapporà all'angolo E£4Z e sarà ad 
esso eguale. 
Dunque se due triangoli, etc. c. d. d. 
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Tv dodelcar yoviav evbiyoappov diya reuetv. 


"Eotw 7) dodetoa yuvia eÙddiyoauuos 7 irò BAT. 
det di) adtiv diga teugtv. | 

Eilpdw énlù ts AB tugòv onuetov tò 4, xaù 
dpnoerodo dnò ts AT ti) AA ion î AE, nai Ene- 
Sevxdw i AE, mal cvveotat® Érù tig 4E tolypwvov 
lodrAevoov tò AEZ, xal énebevydo î AZ* Aévw du 
)) vnò BAI ypwvia diya tétUNTA: darò TS AZ ebdeias. 

°"Eneì yàao ion éotiv 1 AA ti} AE, xowi) dé 7 
AZ, òvo di) ai AA, AZ bvoi vaig EA, AZ lo eì- 
civ Énatéoa énatéoa. nai Pao i AZ faog ti} EZ 
ion éotiv° yuvia doa 7 inò AAZ puvia ti Unò 
EAZ ion éot». 

‘H doa dodetoa ywvia evdiyoauuos î vò BAT 
diya tetuntai vrò tg AZ evdeias» bneo ÉdeL moLjoa. 


9. Già ai geometri greci era venuto il desiderio di trovare 
una costruzione per dividere un angolo in tre o in un mag- 
gior numero di parti eguali. Non essendovi riusciti, adope- 
rando soltanto rette e circoli, adoprarono altre curve. NiIco- 
MEDE trisecò l’angolo per mezzo della concoiîde, ed ARCHI- 
MEDE per mezzo dell’ intersezione di un circolo e di una retta 
che ruota nel piano, nel suo Lemma VIII. IPPIA per mezzo 
della sua quadratrice, ed ARCHIMEDE colla sua spirale, in- 
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9. — Dividere per metà un dato angolo ret- 
talineo. 


Sia BAI' il dato angolo rettilineo; occorre di- 
viderlo per metà. 

Si prenda sulla AB a caso il punto 4, e si tolga 
dalla AI, la AE eguale alla A4 (3), si conduca 
la AE e sulla 4F si costruisca il triangolo equi- 
latero 4EZ (1), e si conduca la AZ. 

Dico che l’ angolo BAI" è diviso 
per metà dalla AZ. 

Poiché infatti A4 è eguale alla 
AE, ed AZ è comune, le due 4A, AZ 
sono eguali alle due EA, AZ ciascuna 
4 a ciascuna. E la base 42 è eguale alla 
base EZ. Perciò l’angolo 444 è eguale 
all'angolo E AZ (8). 

Dunque il dato angolo rettilineo 
BAI" è diviso per metà dalla retta 47, come do- 
vevasi fare. 


A 


B_Z I 


segnarono a dividere un angolo in qualsivoglia numero di 
parti eguali. Soltanto i matematici del secolo xIX riuscirono 
a dimostrare che adoperando un numero finito di interse- 
zioni di rette e di circoli, non si può trisecare un angolo 
qualunque. 
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‘. 
Tv dodeloav ebbelav neneoacuévnv diya reuetv. 


"Eotw 7 dovetoa evbeta neneoacuevn 7 AB* det 
Òî) t)jv AB evdetav neneoacuevnv diya teuetv. 

dvveotata én° avis Tolywvov lodrAevoov tÒ 
ABI, xaì tetunode 7 vnò ATB ywvia diya tq IA 
eùdela. Aévw Ot i AB ebdeta diya tétuntai vatà 
tò 4 oquetov. 

°Enei yao ion Éoriv i AT tij T'B, nuovi) dé 7) IA, 
òdvo di) ai AI, IA òbo tate BI, TA lo eioìv Éxa- 
téoa éxatéoa* mai yuvia 7) inò ATA yoria ti) dò 
BIA ion gotiv: Pao doa 1) AA Paox ti; BA Ton 
éotiv. 

‘H doa dodetoa evbbeta nenE0acuEvn 7 AB bdiya 
tetuntar nata tÒò 4° breo Éòx mowjoa. 


va. 


Tij dodelon ebbdela drcò 100 nods avrij Sodértos 
onuelov npoòds dedas yaovias ebbetav yoapu)v dyayetv. 


"Eotw î uév dodetoa eVieta ) AB tò dì dodév 
onuetov n arie tò I° det di) drò toò I° onueiov 
ti) AB eùdela noòs 60dds ywrlas ebddelav yoauuiv 
dyayetv. 


10. Il problema analogo a quello della frisezione di un 
angolo, è la trisezione di una retta. Essa non può farsi 
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10. — Dividere per metà una data retta ter- 
minata. 


Sia AB la retta data terminata; occorre dunque 
dividerla per metà. 

Si costruisca su di essa il triangolo equilatero 
AIB (1), e si divida per metà l’angolo AT°B colla 
retta IA (9). | 

Dico che la AB è divisa per metà nel punto 4. 

Infatti la AI è eguale alla 

Fa I'B, la IA è comune, e le due 

AI, IA sono eguali alle due BI, 

| ITA ciascuna a ciascuna; e l’an- 

| ì golo ATA è eguale all’angolo BIA. 

A >, -B Perciò la base A4 è eguale alla 
base BA (4). 

Dunque la data retta terminata AB è divisa 
in 4, c.d. f. 


11. — Ad una retta data, da un punto dato su 
dî essa condurre una linea retta ad angolo retto. 


Sia AB la retta data, e sia /J il punto dato su 
di essa. Si deve dunque dal punto I° condurre alla 
retta 45 una retta ad angolo retto. 


senza ricorrere al postulato delle parallele (P5). La dimo- 
strazione di questa impossibilità però non è semplice, cfr. 
nota alla (34). 


EvucLIDE I, ed. Vacca. 3 
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PI 


EiAnpdw én ts AI tuyòv onustov tÒò 4, xai 
xeiodwò ti TA ion 7) TE, xa ovvveotato n rijg AE 
toivwvov lobrAevoov tò ZAE, xal énefebzdo i ZI. 
Ava Sti ti) dodelon eddela tiè AB drò tod n06g 
aùtf) dodevtos onuelov tod I'ro0òs dedas ywvias EÙ- 
Veta yoauu?) Qutar 7) ZI. 

°Ensì yao ion éotìv 1) Al vi} TE, noi) dé } TZ, 
.dvo è) ai AT, TZ òvoì vaîtg ET, TZ ica sio éxa- 
téoa éxatéoa* rai Pao 7 AZ Paos ti ZE ion éotiv * 
puvia doa 7 vaò ATZ yuvla ti darò ETZ ion éotv, * 
nal elowv épeés. btav dè evdeta én° eùdetav ota- 
Vetoa tàs épetjo yuwvias loas dA Aa ' ro), 6007) 
éxatéoa t&Ov lowvr puviov éorw* diodi) dea Ééotiv Éxa- 
téoa tav bnò ATZ, ZIE. | 

Tfj doa dodeion evdela ti) AB darò tod n0ÒgS aùri 
dodertos onuetov tod I° mods 60dàas vwrias sddeta 
yoauu) iurar i) TZ Sneo Edel rooa. 


if. 
° "Enl t)v SBodetcav eòbelav dreroov dnò toù 
dodévros onpuelov, è un tou és abvrîijs, xdderov 
edbelav yoauu)v dyayetv. 


"Eotw 7 uév dodetoa eddeta dre0os Î) AB, tò dé 
dobév onuetov, è wj éotw én° aùris, tò IT". det di) 
ér tiv dovetoav ebdetav dreioov tv AB drò tod 


11. A. DE MORGAN ha osservato che se, come oggi tal- 
‘ volta si fa, sì includono gli angoli piatti tra gli angoli for- 
mati da due rette, (T 10) la (11) diventa un caso partico- 
lare della (9), la costruzione essendo la stessa. 
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Si prenda su 4B un punto a caso 4, e si prenda 
IE eguale a IA (2), e su AE si costruisca un 
triangolo equilatero (1), e si conduca la ZI. 

Dico che alla retta data 4.5, dal punto I" dato 
su di essa, è stata condotta, ad angolo retto, la 
retta ZI. 

Poiché infatti 4/5 è eguale a SE e TZ è comune, 
le due rette Af, IZ sono eguali alle due EI, TZ 

ciascuna a ciascuna. E la 

Z base AZ è eguale alla base 

ZE. Perciò l’angolo AZ è 

eguale all’ angolo ETZ, e 

sono adiacenti (8). Ma quan- 

z i do una retta posta sopra 

4 T E p P 

una retta fa gli angoli adia- 

centi eguali tra loro, ognuno dei due angoli eguali 
è retto (T 10). 

Perciò 4IZ, ZIE sono retti. 

Perciò alla retta data AB dal punto dato su 
di essa /) si è condotta la retta /Z ad angolo 
retto, c. d. f. 


12. — Ad una data retta infinita, da un punto 
dato che non è su di essa, condurre una linea retta 
perpendicolare. 


Sia AB la retta infinita data e sia /' il punto 
che non è su di essa. 


12. EUCLIDE suppone tacitamente che il circolo EZH 
tagli la retta AB in due, ed in due soli punti. A questa 
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dodevtos onuelov tod I, è wu) Éovw én° aùrifs, xdderov 
eVdelav yoauu)v dvayetv. 

ElApdw pào énl tà Ereoa ugon ts AB evbdeiac 
tuyòv onuetov tò 4, na) uévro@ uèv tO IT diaoti;- 
ua dè tO ITA noxdos veyodpdw è EZH, xal ts- 
tuod 7 EH evdeta diga xatà tò 0, uai érefevrdw- 
cav ai I°H, l'0, ME sùdeta0 Agp Sti Èrù t)v do- 
Veloav evdelav daeoov t)Iv AB dnò tod doderros 
onuziov tod I, è ur Éovw Één° avrifs, xaderos 7urac 
i T'0. 

"Ensì yao ion gotiv i HO ti VE, nomi dé 
OI, dvo di) ai HO, OI do taîs EO, OT iva sioìv 
éxatéoa éxatéoa* vaù Pao i) TH fox ti) TE éoriv 
ion: yuwvia doa 7) vaò TOH ywvia ti) bnò EOI" éotv 
ion, xai giov Épegifs. btav dè evdeta Én° eddetav 
otavetca tas épesijs puwrias loas dAlnAas mort, 6007) 
éxatéoa t&v low yuviov Éotv, xal 7 Épeotnuvta 
evita uaderos nadettar ép° fv Épeotmuev. 

°Enì tiv dodetoav doa ebdbdetav dreuoov t)v AB 
darò tod dodevtos onuziov tod IT, è uj éorw ér° av 
ts, xddetos 7utar 7) IO bneo Éd&i rospo. 


e _—_—_—_——r_ ri 


supposizione si può anche dare la forma seguente: Ogni 
retta condotta per un punto interno ad un circolo, lo taglia 
in due punti. Infatti, poiché si è preso 4 dall’altra parte 
di AB, la retta JA taglia AB in un punto interno al cir- 
colo, ed 4B è condotta per questo punto. 

Tale supposizione, sebbene sia facilmente ammessa da 
chi comincia a studiare geometria, si può dedurre dalle pro- 
posizioni precedenti (come ha dimostrato HEATH, p. 273-274). 


ELEMENTI — LIBRO PRIMO 37 


Si deve dunque condurre alla retta data infi- 
nita 45, dal punto dato /' che non è su di essa, 
una linea retta perpendicolare. 

Sì prenda dall'altra parte della retta AB, a 
caso, un punto 4 e con centro JI" e distanza IA 
si descriva il circolo EZH (P8). E si divida la 
retta EH per metà in 
© (10), e si congiun- 
gano le TH, TO, TE. 

Dico che alla retta 
data infinita 45, dal 
punto l'che non è su di 
essa, è stata condotta 
la perpendicolare J'0. 

Poiché infatti la HO è eguale alla OE, e OI 
è comune, le due HO, OI sono eguali alle due 
EO, ©I, ciascuna a ciascuna. E la base IH è 
eguale alla base I°E. Dunque l’angolo TOH è 
eguale all’angolo EOI' (8), e sono adiacenti. Ma 
quando una retta posta sopra una retta, fa gli an- 
goli adiacenti eguali tra loro, ognuno dei due an- 
goli eguali è retto, e la retta posta si chiama 
perpendicolare a quella su cui è stata posta (T 10). 

Dunque alla data retta infinita 45, dal punto 
dato I° che non è su di essa, si è condotta la per- 
pendicolare /°0, c. d. f. 


FE 


Già PRrocLO aveva tentato dimostrare che il circolo non in- 
contra la retta in piv di due punti. 
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ty. 
°Eàv eùbeta tn° ebbetav ctadeica yovias soiîj, 
fjcor dio dedas Î) dvolv dodale loas mono. 


Ebùbeta yao ts 7 AB én° eùdetav t)v TA ota- 
Vetoa vwvias molto tàs vrò IT'BA, ABA. Aévw bre 
ai vnò IBA, ABA yuviai ito. dio doval slow i) 
dvolv d0Vals Ica. 

Ei uèv oùv ion éorv 7) vnò IT'BA ti inò ABA, 
òvo doVal gio. si dé où, ifdw drò toù B onustov 
ti) I4 noòs 600ds 7 BE ai doa vrò TBE, EBA 
òvo doVal esiow° naù énel 7 vnò I'BE bòvoì taîs 
vaò IBA, ABE ion éotlv, xowi) r000xel0dw-7) rd 
EBA: ai doa vrò TBE, EBA towì vaîg inò TBA, 
ABE, EBA ica eloiv. rdhv, éneì 1} vnò ABA dvoi 
taîs vnò ABE, EBA ion éotlv, xo) r000xE0d% 7 
vnò ABI" ai doa vnò ABA, ABI too taîg binò 
4BE, EBA, ABI ica eiolv. édeiy9noav dè val ai 
vaò IBE, EBA towì taîs avraîs lva' tà dè Tt© 
aùto iva nai dARijAos éotiv iva* xaì ai bnò TBE, 
EBA doa cats inò ABA, ABT ica. gioiv° dlilid ai 
vnò0 I'BE, EBA duo do0Vai glow vai ai inò ABA, 
ABI" doa dvov 600aîs loar £lolv. 

°"Eav doa ebdeta ér° eddetav otadetca vevlas sot, 
ijror dio dovdas 7) dvolv dodats loas nounos.: dreo 
Eder detta. 
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13. — Se una retta, posta sopra una retta fa 
degli angoli, farà due angoli retti, o eguali a due 
retti. 


Infatti una retta AB posta sulla I faccia gli 
angoli I'BA, ABA. I 

Dico che gli angoli M'BA, A.BA o son due retti, 
o sono eguali a due retti. 

Poiché se I'BA è eguale a AB4, essi sono due 

| retti (T 10). Ma se no, dal punto 

E A B si conduca la BE, ad angolo 
retto alla /4(11); dunque /'BE, 
EBA son due retti. E poichè BE 
è eguale ai due J'BA, ABE, si 
aggiunga EBA comune. Dunque 

8, I TUBE, EBA sono eguali ai tre 
T'BA, ABE, EBA (02). 

El ancora, poiché ABA è eguale ai due ABE, 
EBA, si aggiunga ABI, comune. Dunque ABA, 
ABI sono eguali ai tre ABE, EBA, ABI (02). 
Ma si è dimostrato che anche M'BE, EBA sono 
eguali agli stessi tre, Ma le cose eguali ad una 
stessa sono eguali tra loro; dunque I'BE, EBA 
sono eguali a 4ABA, ABI. 

Ma IBE, EBA son due retti, dunque ABA, 
ABI’ sono eguali a due retti. 

Duncue, se una retta posta, etc. c. d. d. 
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. 


“Eav no6s vi ebdela xal to mods adr omueto 
duo ebdbdelar ui) Eni và avrà uéon xeluevu tàc 
epetfc yovias Svov dodals toas sordo, tx eù- 
Belas Fcovrar dilfjAais ai edvbetai. 


Ioòs vado tivi ebdeia ti} AB xal tO noòs 107) 
onucig tO B òvo evdeta ai BI, BA wu) énl tà adtà 
uéon xeiuevar tàs épeEs vuwvias tàs vrò ABI, ABÀ 
duo 6doVats icas mositwoav. Aéyw dr én eddelag 
éotì tf) I'B 1 BA. 

Eì yào um) éot ti BI én eùdelas 1) BA, toto 
tfj TB én° eùbelas 7) BE. 

°Eneì ov ebddeta i) AB én° eùdetav tav TBE 
épéotnuer, ai doa inò ABI, ABE ywviar òve do- 
Vaîg lvar slolv* eicì dè xaù ai vrò ABI, ABI duo 
60Vaîs ina ° ai doa brò T'BA, ABE taîs bnò TBA, 
ABA iva elolv. novi) dpnonodo 1 brò TBA: Ao 
doa ?î ènò ABE Ao tf vnò ABA éÉotv ion, 7 
éAdoowv ti) uelbovni: breo Éotiv dbuvatov: ox doa 
én eùbelas éotìv i) BE if T'B. duolws è) dabouer, 
bui ovdé dAln vis nAnv cîijg BA° én° eddelas dea Éotiv 
i IB cy) BA. 

"Eav doa n06s ti eÙdela Hal tO n0Òs aÙtf) 0N- 
pelo dvo eòdeta ui) Énl tà aùtà uéon xeiuevar tds 
Epesrls vwvias dvolv doVatîs ioas mobo, ér° edidelas 
Eoovtar dAlnAas ai ebdetar» Sreo Éder detta. 
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14. — Se con una retta, e în un punto su di 
essa, due rette non poste dalla stessa parte, fanno 
gli angoli adiacenti eguali a due retti, le due rette 
saranno per diritto tra loro. 


Con una retta AB, e nel punto B su di essa, 
le due rette BI) BA che non son poste dalla stessa 
parte, facciano gli angoli adiacenti ABI, AB4 
eguali a due retti. 

Dico che BA è per diritto alla T'B. 

Se infatti BA non è per di- 

i = ritto alla I?B, sia BE per diritto 

alla T'B. 
DT 3 Poiché dunque la retta AB è 

posta sulla "BE, gli angoli ABI, 
ABE sono eguali a due retti (13). Ma anche ABI, 
ABA sono eguali a due retti. Dunque ABI), ABE 
sono eguali a ABI, A4B4 (C1). Si tolga SIBA, 
comune. Dunque il resto ABE è eguale al resto 
ABA (C3), il minore al maggiore, ciò che è im- 
possibile. 

Dunque BE non è per diritto alla /B. Simil- 
mente si dimostrerà che nessun’ altra retta lo è, 
oltre la BA. 

Adunque I°B è per diritto alla B4. 

Dunque, se con una retta, etc. c. d. d. 
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Le. 
"Eav duo eòbdetar Euro dlinias, tàs xatà 
xogup]v yovlas loas dAlia:s so010d0v. 


dio vado eùdetar ai AB, TA teuvétwoav diliniac 
xatà tò E onustov. Aévw du ion éoriv 7) uèv darò 
AET ywvia ti) vò AEB, 1) dè bnò T'EB ij vrò AEA. 

°Eneiì vao evdeta 1) AE én° eùdetav t)v TA éqp- 
éotnxe vuvias mowdoa tds vnrò TEA, AEA, ai dea 
vrò TEA, AEA yuvia dvoiv dodaîs lvar siolv. rà- 
Av, gneì evdeta 7) AE én° eddetav tiv AB épéotnue 
yuwvias mowodoa tas inò AEA, AEB, ai doa vnò 
AEA, 4EB yuwvia. dvoiv 60Vats iva eloiv. ÉOciyOn- 
cav dé xaù ai inò TEA, AEA dvoîv 6doVats icac. 
ai doa vrò TEA, AEA taîs dnò AEA, AEB ica 
siolv. novi) dpnonoda 1 inò AEA: Avi dea î) drò 
T'EA Aounf ti) inò BEA ion éotv* duolws di) dery- 
v)oetar, dti nai ai vò TEB, AE A loa elotv. 

°"Eàv doa dvo evdetar téUvWwow dlhnkas, tas vatà 
xoovpiy puvias loag dAlnias modo: dreo Eder 
detta. | 


LG. 


Ilavtòs touyovov uiùs tiv nAevotbv no000cexBÀn - 
delons Î) éxtòs yovla Exaréoas tév Èviòdòs xal dre- 
vavtior yovuòv uelbav Eorly. 


"Eotw tolywvov tò ABT, xa. noocenfefA)0d%w 
aùtod uia nÀevoà 7) BI énù tò Ad. Aéyw Ot 7} éxtòg 
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15. — Se due rette sì tagliano tra di loro, fanno 
gli angoli al vertice eguali tra loro. 


Infatti, le due rette 4B, IA si taglino tra loro 
nel punto £. 

Dico che l'angolo AET è eguale all'angolo AE B, 
e che JTEB è eguale a AEF4A. 

Poiché infatti la retta AE è posta sulla dI, 
facendo gli angoli TEA, AE4, i due angoli TEA, 
AEA sono eguali a due retti 
(13). Ed ancora, poiché la retta 
A4E è posta sulla retta AB fa- 
cendo gli angoli AE4, 4EB, 
anche gli angoli AE4, 4EB 
sono eguali a due retti. Dun- 
que gli angoli TEA, AEA so- 
no eguali agli angoli AE4, 4EB (C1). Si tolga 
AFA comune; allora il resto SEA è eguale al re- 
sto BEA. Similmente si dimostrerà che anche SEB, 
AEA sono eguali. 

Dunque, se due rette, etc. c. d. d. 


B 


16. — In ogni triangolo, prolungato un lato, l’an- 
golo esterno è maggiore di ciascuno dei due interni 
ed opposti. 


Sia il triangolo ABI; e si prolunghi un lato 
BI' di esso fino in 4. 
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yuwvia 7 inò ATA usifov Éotliv éxatéoas TOv Évtòs 
xaì drevavtiov tòv vrò TBA, BAT yuwvdvr. 

Terunodw î AT diya xatà tò E, al ém$evydetoa 
7) BE éxBeBAÀodw én° eddelas Énl tò Z, xal xeiodw 
tf) BE ion i) EZ, val éneSebydo 7 ZI, nai dujzdo 
î) AT ér vò H. 

°Eneì oùv lon éorìv î) uèév AE tf) ET, 7 dè BE 
tij EZ, òvo è ai AE, EB èvoì vaîs TE, EZ ica 
elolv éxatéoa énatéog* xai vuwvia 1) dò AEB yuwvia 
tîj vnò ZET ion éotiv: xatà xoovpiv ydo* Pao 
doa î AB faozx ti ZI ion éotiv, xal tò ABE tot 
ywvov tO ZEI toyaro éorv icov, xa ai Aourai 
puwriar taîs Aouraîg vuwviars loar siolv éxatéoa Éxa- 
téoa, dp’ ds ai loan rÀevoal drotsivovow: ion dea 
éo0tv 1) vrò BAE ti daò ETZ. peibwv dé Ééomwv i 
vnò ETA vis bnò ETZ: pusifwv doa 7 vrò AIA 
t)gs vrò BAE. ‘Quoiws di) vis BI tetunuevns diya 
òegjoetar xal 7) vnò BI'H, tovréovv 1) vnò ATA, 
uebwv nai tie inrò ABI. 

Iavtòs doa toYavov uas tov mÀEvo@v I000E%- 
bAndsions î éxtòs yuwvia Éxatéoas tOòv Eévtòs nai dr- 
evavtiov vuwvidv uelbav totiv: Sreo Eder detta. 


È. 


Iaviòs toi yoovov ai Sio. yoviar dio dedav 
EAdocovés elor havi) ueraZauPavduevat. 


17. Si osservi che questa proposizione è inversa del 
postulato 5, del quale si farà uso soltanto dalla (29) in 
poi. Infatti il (P 5) afferma che, se due rette, incontrate da 
un’altra, fanno gli angoli interni dalla stessa parte minori 
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. Dico che l’angolo esterno ATA è maggiore di 
ciascuno dei due interni ed opposti "BA, BAT. 

Si divida per metà la A/' in E (10), e condotta 
la BE, si prolunghi per diritto fino in Z, e si ponga 
EZ eguale alla BE, e si conduca la ZI, esi pro: 
lunghi la A/' fino in H. 

Poiché dunque AE è eguale alla EI, e la BE 
alla EZ, le due AE, EB sono eguali 
alle due SE, EZ, ciascuna a cia- 
scuna. E l'angolo AEB è eguale 
all'angolo ZEI' sono infatti oppo- 
sti al vertice (15). Dunque la base 
ZI è eguale alla base 45, ed il 
triangolo ABE è eguale al trian- 
golo ZEI' ed i restanti angoli sono 
eguali ciascuno a ciascuno, quelli sottesi da lati 
eguali (4). | 

Dunque BAF è eguale a ETZ. Ma ETA è mag- 
giore di ETZ (C 5), dunque AI è maggiore di BAE. 

Similmente, divisa per metà la BI) si dimo- 
strerà che BI, o ciò che è lo stesso AIA, è mag- 
giore di ABI. 

Dunque, in ogni triangolo, etc. c. d. d. 


17. — In ogni triangolo due angoli comunque 
presi, son minori di due retti. 


di due retti, esse s’ incontrano. Questa (17), afferma invece, 
che se due rette s'incontrano, e sono incontrate da un’altra 
(formando cosi un triangolo), fanno con questa gli angoli 
interni dalla parte da cui s'incontrano (che son due angoli 
del triangolo), minori di due retti. 
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"Eotw toiywvov tò ABI" Aéya du tod ABI tor 
yaovov ai dio yvuviar dio dodav Éhattoves £loL navtn 
uetahaufBavduevas. 

°EuxfeBA0dw vado 7î BI énì tò 4. 

Kai éxeì toywovov tod ABI éxtds Ééou vwvia 7 
vaò ATA, ueibov Éoti ts éviòs mal drevavtiov Ts 
inò ABI" mxovi aoooxelodo i inò ATB* ai doa 
inò ATA, AIB t&v vnò ABI, BI'A ueigovés slow. 
dii’ ai vò ATA, AIB dio dodats ica siciv: al 
doa èinò ABI, BI'UA duo d0dav Élaccoves eiow. 
duolws di delfouev, bt nai al ènò BAI, AIB duo 
6odov éldocovés elor xal Eri ai vrò TAB, ABT. 

IHavtòs dea toyavov ai dvo yuviar dio 600@wv 
&idocovés gior ravtn uetaZaufavbuevar* bneo Edet 
detta. 


en. 


Ilavtòs toryoovov 1) ueltv sAevod t)v uelbova 
poviav darotelvet. | 


"Eotw yào toivovov tò ABI" usifova Èyov TH;v 
AI' nAevoav tig AB. Aévw du nai puvia 7) daò 
ABI" ueiSov éotì ts inò BIA. 

"Eneì yao uelfov éorìv i) AT tijs AB, uelodo tm 
AB ion ?) AÀ, ua énefebydo i) BA. 


18. Da questa proposizione si ricava con una regola di 
logica pura la proposizione (6). Si ha infatti la proposizione : 
a, be Cls. o: aodb.==do=a (G. PreANO, Aritmetica ge- 
nerale ed algebra elementare; Torino, Paravia 1902 p. 7). 
Ora dalla (18) si ricava: 

= (triangoli isosceli) o = (triangoli aventi gli angoli alla, 
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Sia il triangolo ABI. 

Dico che due angoli del triangolo ABI, comun- 
que presi, sono minori di due retti. 

Si prolunghi infatti la BI in 4. 


E poiché nel triangolo ABI 


l'angolo AIA è esterno, è mag- 
giore dell’interno ed opposto 
ABT (16). 
B TA Si aggiunga AI°B, comune. 
Dunque gli angoli AI°4, AT'B 
son maggiori di ABI, BIA(C4). Ma ATA, ATB 
sono eguali a due retti (13). 
Dunque 4BI) BAI" son minori di due retti. 
Similmente dimostreremo che anche BAI, ATB 
son minori di due retti, e cosi pure S/AB, ABI. 
Adunque in ogni triangolo, etc., c. d. d. 


18. — In ogni triangolo, il maggior lato sot- 
tende il maggior angolo. 
Li Sia infatti il triangolo 
ABl'savente il lato AJ mag- 
4 . giore di AB. 


Dico che anche l’angolo 
ABI è maggiore di BIA. 

Poiché infatti Alè mag- 
giore di AB, si ponga 44 eguale ad AB (2) e si 
congiunga BA. 


B T 


base eguali). Quindi: (triangoli aventi gli angoli alla base 
eguali) o (triangoli isosceli), che è la (6). 
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Kai éxe, towaovov tod BIA éutòs éov yvuvia 7) 
dnò AAB, uelfwv goti ts évtòs nai dasvavtlov TÎ)S 
vrò ATB- ion dè i) bnò AAB tf} vnò ABA, éneì 
nai rAevoà 7) AB tf} AA éotiv ion: ustfuv doa xal 
i) inò ABA is vrò ATB° n0AA© doa 7 inò ABI 
pueisuv éotì tie bnò ATB. 

Ilavtòs doa Towdvov 7) uelbuv mievoà tiv puei- 
Sova yvwviav vnotelver0 breo Èder delta. 


dd. 


Iavtòs toydsvov drò t)v peltova yoviav 
pelbaov nAevod darotelve.. 


"Eotw toiywvov tò ABI uelfova Eyov tiv darò 
ABI ywviav cis inò BI'A. Aéyw du naù nAevoa 
i) AT nAevoas tig AB peifov Éotiv. 

Eì yào mi), îror ion éovv 7 Al tf AB î 
£Adoowv* ion uèv oùv oùn Éovv 7) AT ti} AB° ion 
yzào dv iv val yuvia 7) bnò ABI tf) drò ATB* où 
got dé* ox doa lon éotiv 7 Al' tf} AB. ovòè unv 
éhdoowv éotiv i AT tig AB' 8ldocav vào dv iv 
xal ywvia 7) dò ABI tig bnò ATB* oòn Fou de* 


19. Augustus DE MoRGAN (Format logic, 1847, p. 25) 
secondo un passo riferito da HEATH (p. 284), ha osservato 
che le (6) e (19) si deducono contemporaneamente dalle (5) 
e (18), con pure operazioni di logica. Se infatti si hanno 
due terne di proposizioni p, g, r ed x, y, 2, tali che di ogni 
terna, una ed una sola sia vera, cioè sia: p==Q=»r, 
q="s=T=p, r==p=g,ecosi pure r ==7Y»2, etc. al- 
lora si ha: 


COP. Y909. ZOr. D. POIX. QIY. roz. 
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Poiché nel triangolo BI, l'angolo AA4B è esterno, 
esso è maggiore dell’interno ed opposto 4/°B (16); ed 
ancora l’angolo AA4B è eguale a .4B4, poiché il 
lato AB è eguale ad 44(5); è dunque anche AB4 
maggiore di A4/°B. Dunque ABI" è ancor maggiore 
di ATB(C5). 

Dunque, în ogni triangolo, etc. c. d. d. 


19. — In ogni triangolo, il maggior angolo è 
sotteso dal maggior lato. 


Sia ABI il triangolo avente l’ angolo ABI 
LA maggiore dell'angolo BIA. 

Dico che anche il lato AJ" è mag- 
giore del lato AB. 

Se infatti non è, la AI è eguale o 
minore della 4B. Ma non è AB eguale 
ad AT) poiché allora sarebbe anche ABI 
eguale a A/°B (5). E nemmeno è AI 
minore di AB, poiché allora sarebbe 
ABI minore di A/°B (18), il che non 
è. Dunque ron è AJ" minore di AB. Ma si è di- 


an 


Se ora denotiamo con a, d due lati di un triangolo e 
con A, B gli angoli opposti; le due terne di proposizioni ; 
a=b, a<b, a>db; A= Bb, A< B, A> B, soddisfanno 
alle condizioni sopra indicate ; ed inoltre: 

a=b.0. A= B (9); a<bd.0. A<B(18); 
a >bd.o. A> B (18). 

perciò anche: 

A= B.59.a=b(6); A<B.09.a<D. (19); 
A> B.5.a>bd (19). 


EucLIpe I, ed. Vacca. 4 
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oùn dou éAadoowv éotlv 7) AT ts AB. édeiydn de 
dti ovde ion éotiv. uelfwv doa gotv 7} AI ts AB. 

Iavrtòs doa Toyavov dnò tiv uelfova ywriav 1) 
uelsov mrAsvoà vrorsiver» Oneo Eder delEai. 


*”. 


Ilaviòs toevydvov ai dio mAsvpai tijs Aourijs 
uelbovés elor ndavin ueradauBavbuevai. 


"Eotw yào toiyuvov tò ABI" Aéyw dti tod ABI 
towwvov ai dio nievoai ts Aonis ueibores elot 
advty uetaZaufavdusvai, ai uèv BA, AI vs BI, 
ai dé AB, BI vis AI, ai dé BI, ITA ti)s AB. 

dujxdw yào î) BA énl tò 4 onuetov, nai ueloda 
ti) T'A ion 7) A4, vai énebevydo i AL. 

°Eansì oùv lon éotiv 1 AA ti AI, ion éorì nai 
puvia î) daò AAI' tf) baò ATA: ueibov dea 7) vaò BI'A 
tie inò AA" val Ééxel toivovov éori tò Al'B yuzi- 
Sova Éyov tiv vaò BIA ywviav is vrò BAI, dnò 
òé tv ueltova ywviav 7 usifwv nrAEvOÀ VaotElvet, 1) 
4B doa tig BI éorì uelfov. lon dì 7} AA tf} AI 
ueifoves doa ai BA, AT is BI" duoiws di delfo- 


20. Secondo uno scoliaste greco (EucLIDE, ed. HEIBERG, — 


vol. V p. 156), gli Epicurei dicevano inutile questo teorema 
(20) osservando che era evidente anche ad un asino, e non 
aveva bisogno di nessuna dimostrazione. 

Archimede (I/egi opaioas mai xvAivòoov lib. I.) comin- 
cia col postulato « La retta è la minima di tutte le linee 
contermini ». (Aaufàvo dé tavta’» Tov tà abdtà nécata 
éxovonv yoauuov Elaglornv Elvar tiv ebdeiav). 


—- 
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mostrato che non è neppure eguale, dunque AJ è 
maggiore di AB. 
Dunque, în ogni triangolo, etc. c. d. d. 


20. — In ogni triangolo, due lati sono maggiori 
del restante, comunque siano presi. 


Sia infatti il triangolo ABI. 
Dico che due lati son maggiori del restante 
comunque siano presi, cioò BA, AI maggiori di 
BI°; AB, BI maggiori di AI’; 

4 BI, IA maggiori di AB. 

Sì prolunghi infatti la BA 
verso il punto 4, e si ponga 44 
eguale a J'A, e sì congiunga la AI. 
A Poiché dunque 4A è eguale 
ad AI) l'angolo AA/" è eguale al- 
l'angolo AIA (3). Dunque BI 
P I°" è maggiore di A4I. E poiché il 
triangolo 45°B ha l'angolo BIA 
maggiore deli’ angolo BAI, ed al maggior angolo 
sottende il maggior lato (19), la 4B è dunque mag- 
giore della BI. Ma AA è eguale a AI"; dunque le 
BA, AT son maggiori della BI. Similmente dimo- 


La dimostrazione di Euclide, assai elegante, ha lo scopo 
di enunciare una condizione necessaria perchè tre rette for- 
mino un triangolo (22). Essa serve inoltre a mostrare che 
il numero degli assiomi da cui si possono dedurre le verità 
della geometria è piccolo. : 
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uev, ti val ai pév AB, BI tijs T'A puesifovés elowv, 
ai dé BI, ITA ts AB. 

Ilavtòs doa toyovrov al do nAevoal Ts Aounfjs 
ueiGovégs elor ndavtn uetaraufavouevar» bneg EÉdEL 
detta. 


xa’. 
°Eàav toydovov Eni us tiv sAevov darò tiv 
nepatwv dvo eddetar Evids ocvotaddbow, ai cvota- 
delcar rev Aoureébv toÙ toy dvov dvo mievodv éAdt- 
toves uèv Ecovrtai, peltova dè yovlav smeouéEovow. 


Toworov vào toò ABI érì as tèlv rAEvOoObV 
tig BI drò tOv ne0dtwr t&v B, I° dbo eùdela Éév- 
Ttòs ovveotatwoav ai BA, Al. Agvo 6u ai BA, Al 
tOv Aortov Tod Toy@vov dio nAevov tOv BA, AT 
éAdocoves uev elow, ueibova dè ywvlav neo 0vOL 
tv vrò BAI vîjg dbaò BAI. 

Aujxdw yado 7 BA en vò E. nai éneì mavtòs 
Toywavov ai dio rievoal ts sore uelbovés slow, 
toù ABE doa towarov ai dio rAevoai ail AB, AE 
tijs BE uelgoves elowv* moi) noooxetoda 1° ET ai 
doa BA, Al t&v BE, ET peiGoves el0w. nadwv, 
éneì toò I'EA toyorov ai dio xAÀevpol ai TE, EA 
ts T4 uelfovés slow, now?) aoooueicdo 1 4B* ai 
IT'E, EB doa ròv JA, AB puecifores Elow. dilà tav 
BE, ET usifoves édeiydyoav ai BA, AT" r04© doa 
ai BA, AI' v&v BA, Al ugiSoves elow. 

ILahv, énE, mavtòs Toyavov 7) éxtòs yuvia TS 
évtòs mal drevavrtiov ueifov Ééoriv, toù TAE doa 
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streremo che 45, BI" son maggiori di AT", e che 
BI, ITA son maggiori di AB. 
Dunque, in ogri triangolo, etc. c. d. d. 


21. — Se în un triangolo, dagli estremi di un 
lato sì congiungono due rette internamente, le due 
rette congiunte saranno minori dei due restanti 
lati del triangolo, e comprenderanno un angolo 
maggiore. 


Infatti, nel triangolo ABI dagli estremi B, I 
di un lato BI, si congiungano due rette interna- 
mente B4, AI. 


A Dico che le 254, 
NE AI sono minori dei 
A due restanti lati del 


/ a triangolo BA, AT) ma 

/ che comprendono un 
B “I angolo BAI maggiore 

dell'angolo BAI. 

Si prolunghi infatti la B4 in E. E poiché in ogni 
triangolo due lati son maggiori del restante (20), 
i due lati AB, AE del triangolo ABE son mag- 
giori di BE; si aggiunga EI, comune; dunque 
BA, AT son maggiori di BE, EI'(C2). Ancora, i 
due lati JE, EA del triangolo I'EA son maggiori 
di [4; sì aggiunga 4B, comune; dunque / E, EB 
son maggiori di /4, 4B. Ma BE, ET si erano di- 
mostrate maggiori di BA, AI"; dunque Bd, Al 
sono molto maggiori di BA, dI. 


54 ETOIXEIQN a’. 


———+—— 


Towyadvov 7 értòos yvuvla 1 bnò BAT pueifov éotì 
ts vnò TEA. did tavtà toivuv vai toò ABE teU- 
povov 7) éntòs ywvia 1) vrò T.EB pelfuv éotì ts 
inò BAT. dAhlà is vrò TEB pueifov édeiyòn 7 
vrò BAI* n04hi© doa 1) vaò BAT ueifaov Éotì ts 
vaò BAT’. 

°Eav doa tovaorov érù uas TtOv nAEvoOv drrò 
Tav nEodtwv Òvo evdetar ‘évtÒògS ocvotaVbow, ai cv- 
otavetcar tOV Aoumrov Toò TOovov dio a Aevodov 
£Adttoves uev glow, ueiGova dè yuwviav nEQLEYOVOLV * 
Ormeo Eder delta. 


uf. 


"Ex toubv edderr, al cio ica toLoì tate do- 
Pelcars, telywvov cvorfoacda.: det dè tàs dbo cis 
Aosrijs ueltovas elvar ndavin ueradZaufBavouévas. 


"Eotwoav ai dovetca. toeîts evdetar ai A, B, I, 
ov ai dio TS dos ueltores Éotowoav ravty ueTa- 
AauPavdueva, ai uév A, B vis I, ai dé A, I tîjs B, 
nxalì évti ai B, I tie A°* det dr) EU tOV iowv o: A, 
B, I° toiywvov ovotivcacdal. 

°Euxeioda tg eddeta i) AE neneoacuévn pèv natà 
tò 4, aneigos dé vatà tò E, nai xeiodw tf uév A 


22. Euclide non dimostra che i due circoli si tagliano 
in K. Come nella (1), egli ammette come evidente che se 72 
circolo ha un punto esterno ad un altro circolo, ed un punto 
interno ad esso, lo taglia. Non è da escludersi che sotto 
questa o sotto altra forma, una tale proprietà del circolo 
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Ancora, poiché in ogni triangolo, l'angolo ester- 
no è maggiore di un interno ed opposto (16), 
dunque nel triangolo SAE l'angolo esterno BAI è 
maggiore di I'E4. E per la stessa ragione anche 
nel triangolo ABE l'angolo TEB è maggiore di 
BAI. Ma si è dimostrato che BAI è maggiore di 
IT EB. Dunque BAI è molto maggiore di BAI. 

Dunque, se in un triangolo, etc., c. d. d. 


22. — Con tre rette, che sono eguali a tre date, 
costruire un triangolo ; due di esse devono natural- 
mente esser maggiori della restante, comunque st 
prendano [20]. 


Siano A, B, I° le tre rette date, delle quali due 
son maggiori della restante, comunque prese, 4, B 


maggiori di I"; 4, I di B; e B, Idi A. Si deve 
dunque costruire un triangolo con tre rette eguali 


alle A, B, I. 


. si sia potuta trovare nella primitiva redazione dei postulati 
o delle definizioni. 
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Ion 1) 4Z, tj) dé B ion i) ZH, ti) dé I ion i) HO- 
rai xevto® uév TO Z, diaotiuati dé TO ZA nindos 
ypeyodpiw è AKA' madldv revtp® uèv tO HH, diaoti- 
uati dé tO HO nirdos veyvodpdw è KAO, nal éxe- 
Sevydwoav al KZ, KH. Aéyw dti éx tALOv edderov 
tOv l0wv tag A, B, I’ tolywvor ocvveotata. tò KZH. 

°Engi ydo tò £Z onuetov xevtoov ÉotÌ tod AKA 
xindZov, lon éotiv 7) ZA ti ZK: dAiia i ZA qj A 
éotiv ion: nai 1 KZ doa ti A goriv ion. ndAlw, 
éneì tò H omnuetov reévtoov Éorti toò AKO nixdov, 
ion éotiv î HO ti) HK: dhila 1 HO 1) I éorv ion° 
ual 7 KH doa ti) I éotiv ion. éotì dé vai 7} ZH 
tf) B îon° ai toeîs doa evdetar ai KZ, ZH, HK toroì 
taîs A, B, Î' icai cio». 

"Ex tolbv doa evderbv tOòv KZ, ZH, HE, al eì- 
cow ivar todi taîs dodeicatrs edleiars tate A, B, I, 
tgiywvov ovréotatar tò KZH°' òneo Edel nomoa. 


ny”. 


Ioòds ti dodelon eddela xal 16 mods abifj 
onueio ti dodelon yovia edbvyoduuo tonv yo- 
viav eùdbiyoaupuov ocvorijoactal. 


"Eotw i) per dodeloa edera 7) AB, tÒò dé m00g 
aùtij onuetor TÒ A, 7) dé dodetoa ywvia evbdiyoau- 
uos 1) brò Al'E. det di) n006 Ti) dodeion evdela tf 
AB nai t© n00s aùti) onusio tO A ti) dodeion yw- 
via evivyoduuo ti) vaò ADE ionv pwviav evi 
ycauuov ovomicacdat. 


de miete ani € ia e e e 
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Si prenda una retta 4E terminata in 4 e in- 
finita verso £ e si ponga AZ eguale ad A, ZH 
eguale a 5, ed HO eguale a I. Con centro Z 
e con distanza Z4 si descriva il circolo 4K4A; 
ed ancora con centro H e con distanza HO 
si descriva il circolo KA0, e si conducano le 
KZ, KH. 

Dico che con tre rette eguali alle A, B, I si 
è costruito il triangolo KZH. 

Poiché infatti il punto Z è centro del circolo 
AKA, la ZA è eguale alla ZK. Ma la ZAè eguale 
ad 4; dunque anche la KZ è eguale ad A(C1.. 
Ancora, poiché il punto H è centro del circolo 
AKO, la HO è eguale alla HX. Ma la HO è eguale 
a I°; dunque anche la KH è eguale a I. Ma an- 
che la ZH è eguale a B. Dunque le tre rette KZ, 
ZH, HK sono eguali alle tre A, B, I. 

Dunque con le tre rette XZ, ZH, HK, che sono 
eguali alle tre rette date A, B, I, si è costruito il 
triangolo KZH; c.d. f. 


23. — Su una retta data ed in un punto dato 
în essa, costruire un angolo rettilineo eguale ad un 
angolo rettilineo dato, 


Sia AB la retta data, ed 4 il punto dato in 
essa, e sia A/'E l’angolo rettilineo dato. 

Si deve dunque sulla retta data AB e nel punto 
dato in essa A, costruire un angolo rettilineo 
eguale a A/E. 
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ElA)pdw ép° éxatéoas tòv TA, TE tuyòrrta 0n- 
| gela tà 4, E, vai éneberzio 1) 4E° mal Eu TtoLOv 
eddabov, al slow icar cow taîs TA, AE, TE, toi- 
ywvov cvreotutw tò AZH, &ote lonv eivar tiv uèv 
TA vj AZ, vv dé TE vj) AH, vaù &n tv AE ij ZH. 

°Eneì oòv dvo ai AT, TE dio tais ZA, AH 
ioar sioiv Énateoa Ééuatéoa, uai Pao 7) AE fado tf) 
ZH ion, ywvla doa 1 vrò ATE yewvia ti) vaò ZAH 
éotiv lon. 

Ioòs doa tf) dodeion evdela ti AB vai t® r00S 
aùri) onusip tO A tf) dodsion ywvia eviuyoduue Ti) 
vò Al'E ion yuvia eddiyoauuos ovveéotata 7) drò 
ZAH* bneo Éde mooa. 


xò. 

"Eav divo tolyova tàs dio mnAsvods dio smdev- 
pate ivas Èyn Exaréoav Exaréog, t)v dè yorvlav tijs 
yovlas pelbova En t)v darò t6&v Tocv edberhv ne- 
ouegopévnv, xal tiv fhow tijs Phoedos ueltova Ebet. 


"Eotw duo toipwra tà ABI, AEZ tàs dbo nAev- 
cas tàs AB, AT tuîs duo rAevoaîs caîs AE, dZ 
icas Èyovta érateéoav éxateoa, tiv uèv AD ti) dE, 
tiv dé AI t) Al, 1) dì mods TO A puvia ti)js roÒS 
TO Adywvias, uelgov form. héyuw éti xal Pao 7) BI 
fpaosws tig EZ uelfov Éoriv. 


24. L’enunciato di questo teorema (e così pure quello 
del teorema successivo), è poco chiaro, quando si traduce 
alla lettera. Una traduzione libera potrebbe essere questa : 

24. Se due triangoli hanno due lati eguali a due lati, cia- 


de e 
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Si prendano su ognuna delle due Z%4, I'E due 
punti a caso 4, E e si congiunga la 4£. E con 
tre rette, le quali siano eguali alle tre [4, 4E, TE 


4 sì costruisca il triangolo AZ4H, 
cosicché sia IA eguale ad AZ, 
LT TE ad AH, e AE a ZH(22). 
Poiché le due 45) TE sono 
z E eguali alle due ZA, AH cia- 


scuna a ciascuna, e la base d4E 

\K z è eguale alla base ZI, l’an- 

golo AI°E è eguale a ZAH (8). 

Dunque su la retta data AB e nel punto dato 


in essa 4, si è costruito l’angolo rettilineo ZAH, 
eguale all’angolo rettilineo dato A/E; c. d. f. 


24. — Se due triangoli hanno due lati equali a 
due lati ciascuno a ciascuno, ma hanno un angolo 
maggiore di un angolo, quelli compresi dalle rette 
eguali, avranno anche la base maggiore della base. 


Siano i due triangoli ABI, 4EZ aventi i due 
lati AB, AI eguali ai due lati 4E, 47 ciascuno 
a ciascuno, AB eguale a 4E, ed AT a 4£; e V’an- 
golo in A maggiore dell'angolo in 4, 


Dico che anche la base BI" è maggiore della 
base EZ. 


——P————————_—______—_+_< +————__—_—»6b 


scuno a ciascuno, ma l’angolo compreso dai lati eguali in 
uno dei due triangoli, è maggiore dell’angolo corrispondente 
dell’altro triangolo, anche la base del primo triangolo sarà 
maggiore della base dell’altro. 
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°Engi vào ueibwv 1 inò BAT yovla ts Urò 
EA4Z vwvias, ovveotit® noòs Ti AE evdela mal TO 
mods ari onusio tO 4 ti brò BAI pywvia ion i) 
viaò EA4H, nali ueiodo brnotéoa tObv AI, 44 lon 7 
AH, mai én8$e0y0woav ai EH, ZH. 

°Eneì oùv ion éotìv ©) utv AB ti) 4E, î dé AT 
tf) AH, òvo di) ai BA, AT dvoù vats EA, 4H ica 
eloiv Exateoa Éxatéoa* al ywria 7) vò BAT vuwvia 
tij vrò EA4H lion: fado doa 1 BI face ri} EH 
éotlv ion. ndhw, éneì ion éotiv 1) AZ © AH, ion 
éotì nal 1) vaò AHZ yovia vj) vnò AZH* pusiSov 
doa 7 vrò AZH tig vbrò EHZ: nohAk6 doa pueiswov 
éotliv 7) vrò EZH ts brò EHZ. nai Eneì toi 
vòv éov tò EZH peisova Eyov vi) v vaò EZH yw- 
viav Tis viò EHZ, vrò dé tiv ueisova pwriav 7. 
ueltuv mAsvoà vrotziver, usijuv doa mai rAevod 1) 
EH cis EZ. ion dé )) EH q BI" uzisov doa val 
7 BI ts EZ. 

°Edav doa dbo Tolyora tds dvo n4evods duoì 
nrievoaîs loas Èyn Éuatéoav Eéuateoa, tv dè ywviav 
Ts ypuwrvias usisova Èxn tiv drò TOv lov edderov 
neoueyouEvny, vai TI)v faow tiS fdoews ueigova ÉÉer* 
Omeo Eder detsal. 


EUCLIDE svolge soltanto un caso, quello in cui Z cade 
al di fuori del triangolo AEH. Gli altri due casì (in cui Z 
cade sulla HE, ovvero dentro il triangolo 4EH) hanno una 
dimostrazione analoga, ma alquanto più semplice (svolta da 
Proclo). Simson ha osservato che se si chiama 4£ it più 
corto dei due lati 4, 4Z, allora necessariamente Z cade 
fuori del triangolo 4EH e si ha il solo caso svolto da Eu- 
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Poiché infatti l’angolo BAI è maggiore dell’an- 
golo EAZ, sulla retta AE e nel punto in essa 4, 
| si costruisca l'angolo EA4H eguale all'angolo BAT 
e si ponga 4H eguale a ciascuna delle due A/, 4Z, 
e sì congiungano le £H, ZH. 
| . Poiché dunque AB è eguale 
a 4E ed Al'a AH, le due BA, 
AT sono eguali alle due E4, 
A4H ciascuna a ciascuna, e l’an- 
golo BAT è eguale all'angolo 
EAH. Dunque la base BI" è 
eguale alla base £/ (4) Ed 
ancora, poiché AZ è eguale a 471, l'angolo 4AHZ è 
eguale all'angolo AZH (8). 

Dunque AZH è maggiore di EHZ(C 3). Dunque 
EZH è molto maggiore di EHZ(C5). E poiché il 
triangolo EZH ha l'angolo EZH maggiore dell’an- 
golo EHZ, e al maggior angolo sottende il mag- 
gior lato(19), è dunque il lato EH maggiore di 
EZ. Ma EH è eguale a BI"; dunque LI è mag. 
giore di EZ. 

Dunque, se due triangoli, etc., c. d. d. 


clide. Occorre però dimostrarlo. Si può far così. Sia 4H = dE. 
Si prolunghi infatti se occorre 4Z, fino ad incontrare EH in K. 


allora 4KH > 4JEK (16) 
4EK = A4HK (18) 
quindi AKH > 4HK quindi 4 E> 4K (19) 
e poichè 4Z = 4H, 4K < 4Z, quindi Z cade fuori di 
A4EH c. d. d. 
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' 


NE. 


“Eàav dio coiycova tàs dio mAevods dvoi rnAev- 
pat ioas Èyn éxaréoav Exatéog, t)v dè fdow «fs 
Pdoeows peltova Èyn, xa t)v yoviav tijs yovias uet- 
Sova EbeL t)v Vacò tv lov edberov neoiegouévnv. 


"Eotw dbo toivova tà ABI, AEZ tas duo niev- 
gags tds AB, AI talg dio nAevoaîs talg dE, AL 
ioas EÉyovta éxatéoav Éxateoa, tv uév AB ti) AE, 
tv dé AI ti) 42: fido dè 7) BI faoews tig EZ 
ueifov form. Àéyw dti al ywvia 7) vaò BAT ywrias 
tijs vaò EAZ pusifov éoti». 

El pào ui, ro ion éoriv aùri î) éhdoocwv* lion 
uév oùv oùx éovv 1) inò BAI t}) brò EAZ- ion 
yào dv 7v nai Pao 7 BI faces ti EZ' cu Éov 
dé. oùx doa i0n éoti ywvia 7) irò BAT ti vaò LAZ © 
ovòé uv ÉEAdoowv Éotiv 7Î) vaò BAI tijs brò EAZ- 
E kdocwv yùo ùv 7v naù Pao ) BI fidoews IS 
EZ: on Éor de. cùn doa éldocwv éÉortiv 7 vrò 
BAI ywvia t)s vnò EAZ. édelydn dé bui ovédi 
ion: ueifwv doa éotv 7) baò BAT tijs inò EAZ. 

"Eav doa dvo toiywra tàs dbo rAevods òvoì rAev- 
oats loas Èyn éuatéoav Éuatéoa, tiv dé paow tijs Pa- 
0Ews uettova Èyn, nal tv puwviav tijs pwrias uelbova 
Egr tv vaò TOYV iowv evderov neoueYouEvnv: bano 
Eder detta. 


uG. 


"Eav dio tolyova tàs dio ywrias vol yaoviars 
loas xy éxatéoav Exatéog xaì ulav smÀevoàdv ua 
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25. — Se due triangoli hanno due lati eguali a 
due lati, ciascuno a ciascuno, ed hanno la base mag- 
giore della base, anche un angolo, sarà maggiore dî 
un angolo, quelli compresi dalle rette eguali. 


Siano due triangoli ABI, A4EZ, aventi i due 
lali AB, AT eguali ai due lati 4E, 4Z ciascuno 
. a ciascuno, AB eguale a 4E ed 
a AT eguale a AZ; e la base BI 

7° sia maggiore della base EZ. 


I z- Dico che anche l'angolo BAI" 
si al è maggiore dell'angolo EAZ. 
E z Se infatti non è [maggiore], 


o è eguale o minore ad esso. 
Ma non è BAT eguale a E4Z, poiché allora anche 
la base BI" sarebbe eguale alla base EZ(4). Ma 
non è. Dunque l'angolo BAI non è eguale a EA. 
E nemmeno è BAI minore di EAZ. Poiché allora 
anche la base BI" sarebbe minore della base EZ(24). 
Ma non è. Dunque l'angolo BAI non è minore dì 
EAZ. Ma si è mostrato che non è nemmeno eguale. 
Dunque BAI è maggiore di EAZ. 

Dunque, se due triangoli, etc., c. d. d. 


26. — Se due triangoli hanno due angoli eguali 
a due angoli, ciascuno a ciascuno, ed un lato eguale 
ad un lato, o quello tra gli angoli eguali, o uno di 
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mievoa lonv ifror t)v mods taîs Îoaus yoviars Î) tav 
Unoteivovoav darò ulav tOYv Îowv yawvidr, xal tà 
Aouràs nievods tales Aouuaîs sAevoaîc loacs ÉEEL 
[xaréoav Exaréog] xa tiv Aouriv yooviav ti Ao0- 
ij yovig. 


"Lotw dio toivova tà ABI, AEZ tag dbo yuw- 
viag tag vrò ABI, BI A òvoi tatg vaò AEZ, EZA 
ioas Èyovta Ératgoav éxatéog, tù)v uév vaÒò ABI" ti 
vò AEZ, tv dé vaò BI'A ti) inò EZA- Eyeto dé 
xal uiav tAevodv ua rAevoà lonr, TOÒTEOOV Ti)v mOÒS 
taîg loats ywviag tiv BI ti) EZ. hévaw dti nai tàs 
Zourag nAevods taîs Aoumats rievoals ioas Edel Éxa- 
téoav Éxatéoa, tiv uèév AB ti AE, vv dè AT ty 
AZ, vai tiv Aowriv ywriav ti} Aourfj yuwvia, tiv vò 
BAT ti) vnò EAZ. 

Ei yào dvioòs éotv 7 AB tf) AE, pia avibov usi- 
Suv Éortiv. Éotw Leiùwv 7 AB, xai ueiod ti) AE ion 
i) BH, xal éne$evydo 7 HI. 

Enel oùv ion éotiv 7) uév BH ti) AL, 1 dé BI 
ti) EZ, dvo òi) ai BH, BI òvoi tas AE, EZ ica 
gloiv éxatéoa érateoa* mai ywvia 7) taò HBI' yuvia 
tj) inò AEZ ion éotiv: Puo doa 7 HI fdox ti 


26. Questa proposizione, come pure la (15) sono attri- 
buite a TALETE, da ProcLo. Secondo la ricostruzione di 
TANNERY, TALETE il quale secondo ProcLO « avrebbe, per 
mezzo di questo teorema, trovato il modo di misurare la 
distanza di una nave in mare, dalla riva », avrebbe fatto 
cosi: Fissati sulla spiaggia due punti A, C il loro pinto 
medio D e le due direzioni AB, CE perpendicolari alla 
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quelli sottendenti gli angoli eguali, avranno anche 
eguali è restanti lati ai restanti lati [ciascuno a 
ciascuno], ed il restante angolo al restante angolo. 


Siano i due triangoli ABI, 4EZ aventi i due 
angoli ABI, BIA eguali ai due 4EZ, EZA cia- 
scuno a ciascuno, ABI" eguale a 4EZ, e BI'A a 

EZA. Ed abbiano un lato 


p d eguale ad un lato, e dap- 

prima quello compreso tra 

74 gli angoli eguali, BI egua- 
E z le a EZ. 

B QI Dico che avranno an- 


che i restanti lati eguali 
ciascuno a ciascuno, 4B a dE, e Al'a 4Z; e il re- 
stante angolo BAZ eguale al restante angolo E4Z. 

Se infatti 4B non è eguale a 4E, uno di essi 
è maggiore. Sia maggiore AB e sì ponga BH eguale 
a AE, e sì congiunga la HI. 

Poiché dunque BH è eguale a 8 
AE, e BI a EZ, le due BH, BI 
sono eguali alle due AE, EZ cia- 
scuna a ciascuna; e l'angolo HBI 
è eguale all’angolo 4EZ. Dunque A 
la base HI" è eguale alla base 


AC, quando in A si osservi la nave B 

che fa l’angolo BAC retto, e da D si os- É 
serva che BDE sono in linea retta, la di- 

stanza CE che si può poi misurare sul suolo, è uguale alla 
AB, perché per la (15) ADB=CDE, e per la (26) ABD=CED, 
quindi AB=0CE. 


EucLIDE 1, ed. Vacca. 5 
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AZ ion éoriv, xal tò HBI toivuvov tò AEZ te- 
yovo loov goriv, val al Acura) vwviai taîg Aoraîs 
vurvias icar Ecovtar, ip’ dg ai icar nAEvoai ‘no- 
teivovowv* Ion doa 7 vaò HI'B yovia tf brò AZE. 
diià 7 inò AZE ti vnò BI'A dvaouetai ion: na 
i) vrò BIH doa tf) vaò BIA lon Éotiv, 7) éhdocwv 
tf) ueiSori» Oneo dbuvator. ocòx doa dvwods Éotv 7 
AB ti) 4E* ion doa. gov dè val 7) BI ij EZ lon- 
òvo è) ai AB, BI" dvoì vas dE, EZ ica sioùv 
éxatéva énatéog* xal yowvia 7) vaò ABI yvwvia ti vrò 
AEZ éotv ion: fac doa 7 Al' face tf AZ ion 
éotiv, xal Aouri) yuwvia 7) vaò BAT tf) hour) vovia 
ti) vnò EAZ ion éotiv. 

"AÀAà di) madiv Éotwoav ai drò tàas i0as yuvlacg 
naÀevoal vrotelvovoar ica, © 7) AB ti) AE. Aéyw 
ndhdiv Ot xal ai Aourai rAevpai taîg Aoumaîg rAevoatg 
ica. Éécovtai, 7 uèv AI’ tf 42, î) dè BI ti) EZ, 
xal Et 7) don) yuvia 7) vrò BAI ti Ao vovia 
ti) vnò EAZ lon éotv. 

Eiì yào dvioòs éovv 7 BI ti EZ, ulia aùtéov 
uelbwv éoriv. Éotw pellav, ei dvvatoòv, 7) BI, xaù 
xeloio ti EZ ion 7) BO, vai éreteixda 7 A0. rai 
éneì lon éotiv °) uèév BO ti EZ, i) dé AB ty) AE, 
òvo è) ai AB, BO dvoi vats AE, EZ loa sloìv 
éxatéoa éxatéog* mal ypuwvias loas neouéyovor: Pao 
doa 7 AO faox ti) 4Z ion éotiv, vai tò ABO toi- 
ypurov tO AEZ toyav® icov éotiv, xaù ai Aowrai 
vuwriar taîg Aouraîe vuwviars loar Eocovtat, dp’ dg ai 
ica nAevoai brotelvovow: lon dea éotìv 7) vrò BOA 
yuwrla t}} inò EZA. dAilà ) bnò EZA t}} vaò BF'A 
éotiv ion: toywavov di) tod AOI' 7 éxtòs puvia 7 
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AZ, e il triangolo H.BI' è eguale al triangolo 4EZ, 
ed i restanti angoli saranno eguali ai restanti an- 
goli, quelli a cui sottendono lati eguali (4). Dun- 
que l'angolo H/'°B sarà eguale all’angolo AZE. Ma 
AZE sì è supposto eguale a B/'A, dunque BH 
è eguale a BI°4(C1), il minore al maggiore, il che 
è impossibile (C 5). Dunque AB non è diseguale a 
AE; dunque è eguale. Ma BI è eguale ad EZ. 
Dunque le due AB, BI" sono eguali alle due AE, 
EZ ciascuna a ciascuna; e l’angolo ABI è eguale 
all'angolo 4EZ. Dunque la base AI è eguale alla 
base 4, ed il restante angolo BAI è eguale al 
restante angolo E4Z (4). 

Siano ora invece eguali i lati sottendenti an- 
goli eguali, come AB a AE. Dico che i restanti 
lati saranno eguali ai restanti lati Al'a 4Z, e BI 
ad EZ, e che anche il restante angolo BAT è è Seliaio 
al restante angolo EAZ. 

Se infatti’ BI" non è eguale ad EZ, uno di 
essì è maggiore. Sia maggiore, se è possibile, 
BI, e si ponga BO eguale ad £Z, e si con- 
giunga la 40. 

E poiché BO è eguale ad £Z, e AB a AE, 
le due AB, B® sono eguali alle due AE, EZ, cia- 
scuna a ciascuna, e comprendono angoli eguali. 
Dunque la base A0 è eguale alla base 4Z, ed il 
triangolo ABO è eguale al triangolo 4EZ, ed i re- 
stanti angoli saranno eguali ai restanti angoli, 
quelli a cui sottendono lati eguali. Dunque l’an- 
golo BOA è eguale all’ angolo EZA. Ma EZA è 
eguale a BIMA. Dunque l’angolo esterno BOA del 


68 STOIXEIQN a’. 


vò BOA ion éorì ti) Évtòs xal drevavtiov ti dò 
BIUA: daeo aduvator. oòn doa aviods Ééotw 7î) BI" 
tf) EZ: Ion dea. éotì dè vai 7) AB ti) AE ion. dvo 
ò) ai AB, BI dio tate 4E, EZ loa. eloùv Éxatéoa 
éxatéog* nal ywvias icas neoiéyovor. Pao doa i) 
AI Baoe. ti AZ ion éotiv, xaù tò ABI  toiyvavov 
tO AEZ toywawro lcov, nai Aouri) yvovia 7) vaò BAT 
tf) Aourfj puvia ti vaò EAZ ion. 

°Eàav doa dvo tTolyuva tags duo vuwvias dvoi 
yuviais ioag Éyn Éxatéoav Éxateoa xaù uiav nAÀEv- 
oav ua mAevoa ionv ijror tv mods taîs los yw- 
viais, î) tv VaotEIvovoav vaò uiav TOv lov vuvov, 
xaù tàs Aonag nAevoàs tals Aoumaîg nAevpaîg ioag 
EéeL mal tiv Aouam)v ywviav TÎ Aori LO (6%, #10) 
Eder deléai. 


xÉ. 


"Eav eis dio evdelas edbeta Eustistovoa tàs 
èva lia yovias loas GAljias not, raphbhindoi 
Foovrar diijAais ai eùddeta. 


Eig yào dio ebvdelas tags AB, TA evdeta éuni- 
atovoa 7) LZ tàs évaXka$ ywvias tàs vrò AEZ, EZA 
loas dii ARaigs moelitow., Ahéyw bti magdAÀAnAbs Éotw 7) 
AB i IÀ4. 

Ei ydo ui, éuBaARduevar ai AB, TA ovuneocodv- 
tar ijror énù và B, 4 ugon î) énù tà A, TL &xfeBhi- 


27. AuGustus De MorgAN ha osservato (Companion to 
the almanac for 1849, p. 8) che la (27) è una forma diversa 
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triangolo AI è eguale all’interno ed opposto 
BIA; il che'è impossibile (16). Dunque BI" non 
è diseguale a EZ; dunque è eguale. Dunque le 
due AB, BI" sono eguali alle due AE, E£Z, ciascuna 
a ciascuna, e comprendono angoli eguali. Dunque 
la base AJ" è eguale alla base 4, e 1l triangolo 
ABI è eguale al triangolo 4EZ, ed il restante an- 
golo BAI è eguale al restante angolo EA. 
Dunque, se due triangoli, etc., c. d. d. 


27. — Se una retta cadendo su due rette fa gli 
angoli alterni eguali tra loro, le rette saranno pa- 
rallele tra loro. | 


Infatti la retta E£Z cadendo sulle due rette A B, 
TA formi gli angoli alterni AEZ, EZA eguali tra 
loro. Dico che AB è parallela a 14. 

Se infatti non è, prolungate le 45, 14 si in- 
contreranno dalla parte B, 4 ovvero dalla parte 


della (16). Si passa dall’una all’altra con la regola di logica: 
a, beCls.o: aodb.=.=Dbosa (cfr. nota alla [18]). 

Se con a si intende la classe delle coppie di rette che 
fanno un triangolo con una trasversale, e con d la classe 
delle coppie di rette che fanno con una trarversale i due 
angoli alterni (cioè interno ed esterno) non eguali tra loro, 
allora la (16) ha la forma a 0 db, ela (27) la forma: «bosa. 
Il ragionamento di Euclide è pure, in fondo lo stesso. 

Questa nuova forma data da Euclide alla (16) ha lo 
scopo di collegare le proposizioni seguenti (27)-(34) che 
trattano delle proprietà delle parallele, con quelle che pre- 
cedono le quali trattavano delle proprietà dei triangoli. 
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cdwouv rail cvumatitooav érnì tà B, 4 uéon xatà tò 
H. toywavov di) toò HEZ 1) éxtòs ywvia î) irò AEZ 
lon éotì ti) évtòs xa drevavtiov ti) vaò EZH° Sneo 
éotiv dabivatov: oòx doa ai AB, ITA éxfaXAduevai 
ovurecodvta. énì tà B, 4 ugon. duoiws di) dergdi-o- 
cetai, Str oddè gn tà A, T- ai dè En undsteoa tà 
uéon cvunintovoa: raoakAnAoi elowv* raodÀAnAos doa 
éotiv ) AB ti) TÀ. 

°Eav dou es dio evdelas evbeta éunintovoa TAg 
évaZ4ag yuvlas ioas dÀRnAars mot, raodAAnAor Eoov- 
tai ai evdetar» breo Eder detEar. 


Ù 


“N .- 


°Eav eis dvo edbdelas eddeta Eusistovoa T)Iv 
Extòs yoviav ti éviòs xal drnevavilov mal Ènl tà 
aùtà uéon lonv soi Î) tàs Evtòs xaù Eni tà avrà 
ué0n dvoiv dedaîc Toas, naphiinAo: Ecovrar dhli- 


Aa ai evdetat. 


Eis ydo òvo evdeias tàgs AB, TA eùdeta Éusi- 
atovoa î) EZ tiv éxtòs yuviav t)v vaò EHB i év- 
tòs xal drevavtiov vuvia ti viò HOA ionv nosito 
î) tags évtòs naù énl tà aùtà néon tas vaò BHO, 
HOA òvoiv 600ats ioas. Aévw StI maodlAnAos éotw 
i) ABITA. 

°Ensì yao ion éorìv i vrò EHR 7] vnò H6O4, 
diià 7 inò EHB ti vrò AHO éotv ion, mai 7 
inò AHO doa ti vrò HOA éotiv ion° nai elow 
évaRhZaE- maodiAnAos doa gotiv 7 AB ti IA. 
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A, T. Si prolunghino e si incontrino dalla parte 
B, 4 in H. L’angolo esterno AEZ del triangolo 
HEZ è eguale all’interno ed opposto EZH, il che 


è impossibile (16). Dunque le AB, IA prolungate 
dalla parte B, 4 non si incontreranno. Allo stesso 
modo si dimostrerà che nemmeno si incontrano 
dalla parte A, J. Ma se due rette non s'incontrano 
da nessuna delle due parti son parallele (T 23). 
Dunque 48 è parallela a IA. 

Dunque; se una retta cadendo, etc. c. d. d. 


28. Se una retta cadendo su due rette fa 
2° angolo esterno eguale all’interno ed opposto dalla 
stessa parte, ovvero è due interni dalla slessa parte 
eguali a due retti, le rette saranno parallele tra loro. 


Infatti, la retta £Z cadendo sulle due rette 
AB, IA faccia l'angolo esterno EHB eguale all’in- 
terno ed opposto H©4, ovvero gli angoli interni 
dalla stessa parte BHO, HOA eguali a due retti. 
Dico che la AB è parallela alla TA. 

Poiché infatti EHB è eguale a H04, e poiché 
EHB è eguale ad AHO (15), anche AHO è eguale 
a HOA4 (C1), e sono alterni. Quindi AB è parallela 
aIT4(297. 
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IHahwv, greì ai inò BHO, HOA òvo dodate ica 
sioiv, sioì dè xa) ai vrò AHO, BHO bvoiv 600atg 
loca, ai doa vrò AHO, BHO tvaîts inò BHO, HOA 
icar elolv* xovi) dpnonodo 7) viò BHO: Aon) doa 
i) vrò AHO Aoni ti) vaò HOA éotv lo: vai low 
évaARZat* maodÀAnAos doa éotiv i AB ti TA. 

°Eàv doa eis dvo evdeiag eÙdeta Éunintovoa TIv 
éxtòs yuwrviav Ti) évtòs xaù dnagvavtiov xai éni tà aùta 
MEvi) ionv moij Îf tas Éévtòs mal énlù tà avrà uéon 
bvolr 6odatg ioas, magdiAnAor Écovtar ai evbetat» 
bongo Eder delta. 


xd. 


‘“H eis tàs saoaAifjAovs eddelas ebbela iu- 
stimtovoa tds te è vaAidE ywvlas loas dhlAa:s sot 
xal t)v éxtòs ti tvròs mal drevavilov tonv xal 
tàs èvtòs xal énl tà avrà uéon dvolv dodals loas. 


Eis yào raga4AiAovs evbelas tàg AB, TA edbeta 
éumatetò 7) EZ. Aéyw du tas évalZat yvovias tàs 
vaò AHO, HOA icas mot al tv Éxtòs ywriav 


29. Come si è già osservato, questa prop. (29) è la 
prima in cui si adoperi il postulato (P 5). 

A chi ben consideri l’opera di Euclide, la formulazione 
del (P 5) appare semplice ed elegante (cfr. la nota alla {17]). 
Per Euclide, due rette tagliate da una terza appaiono eome 
una figura geometrica analoga ad un triangolo (cfr. la nota 
a [T22], pag. 9). 

I geometri di ogni epoca si preoccuparono, di sostituire 
al (P5) qualche altro, il quale, assieme alle (1)-(28) permet- 
tesse di dimostrare la (29) e le seguenti. 
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Ancora, poiché BHO, HOA sono eguali a due 
retti, e poiché AHO, BHO sono anche eguali a 
due retti, (13), saranno anche 
AHO, BHO eguali a BHO, 
# H®A(C1). Si tolga BHO co- 
— mune. Il resto AH® è allora 
8 4 eguale al resto HO4(C3), e 
sono alterni, quindi la AB è 
parallela alla IA (27). 
Dunque se una retta cadendo, etc. c. d. d. 


le 


29. — Una retta che cade su due rette parallele 
fa gli angoli alterni eguali tra loro, l'angolo esterno 
eguale all’interno ed opposto, e gli angoli interni 
dalla stessa parte eguali a due retti. 


Infatti sulle rette parallele 45, TA cada la 
retta EZ. Dico che essa fa gli angoli alterni AH60, 
HOA eguali, è l’angolo esterno EH7B eguale all’in- 


Ecco alcune delle proposizioni più notevoli che sono 
state proposte per sostituire il (Pd). 

1. Due linee rette che si incontrano, non possono es- 
sere parallele ad una stessa retta (PROcLO), (È equivalente 
alla [30] di Euclide). 

2. Esiste un triangolo nel quale la somma degli an- 
goli è eguale a due retti (LeGENDRE, Mém. de l’Acad. des 
Sc. XD, p. 367: Reflexions sur différentes manières de de- 
montrer la théorie des paralleles). 

3. Esistono due triangoli diseguali, aventi gli angoli 
eguali. (SACCHERI, nella sua opera Ewuclides ab omni naevo 
vindicatus (1733) ovvero nella versione italiana, L’Ewuclide 
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| tiv vaò E HB ty} évròs xaì drevavtiov tf) viò HOA 
ionv xal tas évtòs xal érl tà aùtà ugon tas vrò 
BH6, H©4 bdvoiv 60Vaîtg locas. 

Ei yao dvioos Ééotiv 7) viò AH®O ti) vaò H694, 
uia aùtov ueibwv Éotiv. Eotw pueifwv 7) vaò AH6O- 
xowr r000xe0dw 1 vaò BHO: ai doa inò AHA, 
BH68 t®v vrò BHO, HOA usiSovgs sio: dilàù ai 
irò AHO, BHO ébvolv 600aîtg ica Eloiv. ai doa 
vaò BHO, HOA dio 6000v élaocoves eicw. ai dé 
an éhacodrwv 7) divo doVav éxBarlAduevar eis are 
oov cvuniato vor: ai doa AB, IA éxBaAAbuevar £ig 
dag0ov cvurECODIvTaAL* où cvunintovor dè did TÒ TAo- 
ail Aovs aùtàs vronetodar: cx doa dvioòs Éotw 7) 
vaò AHO ti) vaò HOA: ion doa. dilà 7) vrò AHO 
ti) vnò EHB eorìv ion: xa i) vrò EHB doa ti 
varò HOA éotiv ion. xowvi) aoo0oxeiodwò 7 vaò BHO: 
ai doa vrò EHB, BHO tats vnò BHO, HOA ica 


elolv. dhAd ai vrò EHB, BHO buo dodatg iva siciv 
xal ai vrò BHO, HOA doa òvo dodats iva eilciv. 

‘H doa eîg tds nagalAZovs evdeias evdeta Éu- 
ninxtovoa tas te évaddag ywvias loas dAhnAas sot 
xai tv ÉHTòS Ti) évTt0S rai drevavtiov ionv nai tàs 
Evtòs xal énù ta aùtà uéon dvoiv dodaîs loas: dneo 
Eder detta. 


emendato del P. Gerolamo Saccheri, di G. BoccARDINI, Mi- 
lano, Hoepli, 1904). , 

4. È possibile costruire un triangolo la cui area sia 
maggiore di qualsivoglia area data (GAUSS, lettera a W. Bo- 
LYAI, 1799). 
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terno ed opposto 704, e gli interni dalla stessa 
parte BHO, HOA eguali a due retti. 

Infatti se AHO non è eguale a H04, uno di 
essi è maggiore. Sia maggiore 4H0. Si aggiunga 
BH®@ comune. Allora 4H0, BHO son maggiori 
di BHO, HOA(C2). Ma AHO, 
BH® sono eguali a due ret- 
t1(13), dunque BHO, HOA son 
minori di due retti. Ma due 
rette che fanno gli angoli in- 
terni minori di due retti, pro- 
lungate all’ infinito, si incon- 
trano (P 5). Dunque AB, TA prolungate all’ infi- 
nito, sì incontreranno; ma non si incontrano per- 
ché si son supposte parallele: Non è dunque AHO 
diseguale a HO4. È dunque eguale. 

Ma anche AHO è eguale a EHB (15). Dunque 
EHB è eguale a H©O4 (C1). Si aggiunga BHO 
comune. Dunque E HB, BH© sono eguali a BHO, 
H94 (C 2). Ma EHB, BH© sono eguali a due 
retti (13). Dunque anche BHO, HOA sono eguali 
a due retti. 

Dunque una retta che cade su due rette paral- 
lele, etc, c. d. d. 


Una interessante esposizione di questi ed altri me- 
todi si trova nella versione di Euclide di HEATH, vol. I 
pagine 202-220. Cfr. anche la nota alla successiva (32), 
e BonoLA, La Geometria non Euclidea, Bologna, Zani- 
chelli, 1903. 
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4. 


Aî vj adj ebbdela i xa) dlifjiaws 
sioì raphhinAo.. 


"Eotw éxatéca tOv AB, TA ti) EZ nagdAAnAos* 
Agvw, dti xal 7 AB ti TA É0u nagdlAnAos. 

°Eunateto yào sis aùtàs evbeta 7) HK. 

Kaì greì sis raoa4AAovs evdeias tags AB, EZ 
eùdeta éunentwxev 7 HK, ion doa i) vaò AHK tf 
inò HOZ. mahwv, énel cis naoaZAijAovs eùdelas tas 
EZ, TA eùdeta éunentwnev 7) HK, ion éotèv î) drò 
HOZ ti inò HKA. édsiydn dé xal | vinò AHK 
ti) tnò HOZ ion. xaì î vaò AHK doa tf} daò 
HKA got ion: ai si0uv évaXlatf. naodliin4Aos dea 
éotìv i AB tj TA. 

’Onego Eder detfae. 


Za'. 


Aià to dodévros omuztov ti dodelon eòbela 
maodiinAov eùbetav yoaupulv ayayetv. 


"Eotw tò uèv dodév onuetov tò A, 7) dé dodetoa 


30. Euclide non spiega come si possa costruire la HX, 
‘la quale incontri le altre tre rette. 

La proposizione sembra alterata, o MONCa, n che può 
anche sospettarsi dal fatto che essa è priva della solita con- 
‘ clusione. Forse Euclide deduceva dal (P 3) che la HO in- 
contrando la £Z doveva anche incontrare la parallela TA? 

Ovvero preso a caso H su AB, e K su IA osservava 
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30. — Le parallele ad una stessa retta sono 
anche parallele tra loro. 


Sia ognuna delle 45, IA parallela alla EZ; 
dico che la AB è parallela alla 4. 

Infatti, le incontri la retta HK. 

Poiché HK incontra le ret- 
te parallele 4B, EZ l’an- 
golo AHK è eguale all’angolo 
H©OZ (29). E poiché ancora 
HK incontra le parallele EZ, 
| | «IA, l’angolo HOZ è eguale 
all'angolo HKA (29). Ma si è dimostrato che AHK 
è eguale ad HO0Z; dunque anche AHK è eguale 
a HKA(C1,, e sono alterni. 

Dunque AB è parallela a I (27). c.d. d. 


31. Per un punto dato condurre una linea retta 
parallela ad una retta data. | 


Sia A il punto dato, e sia BI la retta data. 


ché essendo EZ interna alle due AB, T4, la HK doveva 
necessariamente tagliarla in 0? 

A. DE Morgan ha osservato (Compan. to the almanac 
for 1849, p. 8 che la (30) è logicamente equivalente all’altra: 
Due rette che si tagliano non possono esser parallele en- 
trambe ad un’ altra retta. 

31. ProcLO aveva osservato che Euclide pone il pro- 
blema (31) soltanto dopo aver dimostrato la (30), dalla quale 
è facile concludere che da un punto ad una retta si può 
condurre una sola parallela. 
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eùdeta 7) BI det di) dida TOD A onugiov tf} BI sÙ- 
Vela rapdlAinAov eùvdetav yoauunv dyayetv. 

Ellipdw énù ts BI" tugòv onustov tò 4, mai 
énetev rio Î) AA al ovveotat® n0ÒS Tfj AA evdeia 
xal TO mods avri) onuslo TO A ti} vaò AAT vwvia 
ion î) irò AAE- wai eufeBAiodo en eùdelas tf 
EA evbeta 7î) AZ. 

Kat gneì sig dvo eùddeias tàs BI, EZ evdeta éu- 
nintovoa 7?) AA tds évalAdf vyuviac ts inò EA, 
AAl'icas dlRhAias mezolnuer, raodRAA0g doa Éotèv 
î) EAZ vj) BI. | 

dà tod dodevtos doa onuelov tod A ti dovelon 
eùdela tf BI" naodlinAos ebddeta yoauui 7urar 7 
EAZ° Sneo Éder nojoaL, 


AB. 

Ilavtòs toyovov uuds cobv rAcvodov ro000exBÀn- 
delons Î éxtòs yovia dvoì taîs Evròds xal drnevav- 
tlov lon gotiv, xal al Evtòs toÙ toiyadvov topetc 
paria. Svolv dodaîs lea. elolv. 


"Eotw tolywvov tò ABI, xal n000exBeBAÀ0d0 
aùtod uia nÀevoà 7 BI énù tò A. Aéyw bri 7 Éxtòs 
yuvia i vnò ATA ion éotiì d voi tats Eévtòs mal da- 
evavtiov taîs ènrò I'AB, ABI. nai ai évtòs TOO to- 


32. Questa proposizione è spesso citata da ARISTOTELE, 
come esempio di una verità accettata da tutti (Anal. Post. 
I, 24, 85 C 5; ibib. 85 C 11; Metaph. 1051 a 24). Questo 
passo della Metafisica di ARISTOTELE, come è stato osser- 
vato da HEIBERG, si riferisce alla dimostrazione qui data da 
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Si deve dunque per il punto A condurre una linea 

retta parallela alla retta BI. 
Si prenda sulla BI" un punto 4 a caso, e si 
congiunga la 44; e sulla retta 4A e sul punto 
A di essa si costruisca l’an- 


p L z golo A4AE eguale all’ angolo 
AAT (23), e si prolunghi per 
i 4 7 diritto alla FA, la retta AZ. 


E poiché la retta 44 ca- 
dendo sulle due rette BI) EZ fa gli angoli alterni 
EAA, AA eguali tra loro, dunque la E AZ è pa- 
rallela alla BI" (27). 

Dunque dal punto dato A, è stata condotta la 
linea retta E 4Z parallela alla retta data BI. c. d. f. 


32. — In ogni triangolo, prolungato un lato, l’an- 
golo esterno è eguale ai due interni ed opposti, ed è 
tre angoli interni al triangolo sono equali a due retti. 


Sia il triangolo ABI" e sì prolunghi un suo 
lato BI" in 4. Dico che l’angolo esterno AZ4 è 
eguale ai due interni ed opposti ['AB, ABI, e che 


EucLIDE; quindi non solo la proposizione, ma anche la di- 
mostrazione sono anteriori ad EUCLIDE. 

I Pitagorici, secondo quanto riferisce PROcLO (p. 379) 
dimostravano questo teorema conducendo invece dal vertice 
A una parallela alla base BI, ed osservando che gli altri 
due angoli cosi formati attorno al vertice sono eguali agli 
altri due angoli del triangolo perché alterni ed interni etc. 

Come TARTAGLIA osserva nel suo commento a questa 
proposizione, è facile estenderla ai poligoni semplici, o stel- 
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y@vov toeîis vuvia ai inò ABI, BI'A, I'AB dvoiv 
6dodatîs ica £iciv. 

"Hydw yào dià to6 I onuziov tf AB eùdela ra- 
odAAnAos 7 TE. | 

Kai éneì naodAAnAés éouv i AB. TE, xaù sig 
aùras éunentwnev 7 AT, ai gva7iat yoviar ai vrrò 
BAI, ATE icar dRAinAas eiolv. nddiv, Éne, naodA- 
AnAds éovv 7Î AB ti) TE, rai sis aùràs éunéntowrer 
eùdeta 7) BA, î) éxtòs yovia 7 vaò ETA lon éorì 
tf) évtòs xaù dnevavtiov ti) virò ABI. édsiydn dè 
xal %) vrò ATE ti) bnò BAT ion: dA doa î) vrò 
ATA ywvia ion Éotì dvoi taîs Évtòs Hai drevavtiov 
taîs ènò BAI, ABI. 

Kowr aoooxei0d0 î) vraò ATB' ai doa vrò ATA, 
AT'B tooì vaîs inò ABI, BIA, TAB iou eloci», 


GiX ai érò ATA, ATB dvoiv 60Vaîg lvar siolv* nai 


ai èrò ATB, I'BA, IT'AB doa dvoiv d0datg iva eloiv. 

Ilavtòs doa tolyavov uas tev nÀEVOOVv TO00E%- 
BANDElOng 7) éxtòs yuwvia òvoi tats évtòs nai drevav- 
tiov Îon éotiv, nai ai Évtòs Tod Toyaovov T0E Yu- 
viar dvoiv doVats lou gloiv* Ongo Eder detta. 


lati. Cosi ad es. în un pentagono stellato la somma dei cin- 
que angoli A, B, C, D, E è eguale a due angoli retti. Infatti 
l'angolo AGF, esterno del triangolo EGC, è eguale ai due 
interni ed opposti £, C; e l’angolo AFG esterno del trian- 
golo DBF è eguale ai due interni ed opposti B, D, dun- 
‘ que, etc. 

Questo pentagono stellato, o pentagramma era il segno 
di riconoscimento dei Pitagorici. 


La (32) dipende dalla (29), la quale a sua volta dipende 


dal postulato (P 5). E stato dimostrato nel secolo xIx che 


+ ——— — —=-&—-— -_. . 
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i tre angoli interni del triangolo ABI, BIA, TAB 
sono eguali a due retti. 

Si conduca infatti dal punto /' alla AB, la 
retta parallela ME. 

E poiché AB è parallela a ZE, e su di esse 
cade la AJ, gli angoli alterni BAI, ATE sono 

eguali tra loro (29). Ancora, poi- 

4, E. ché ABèparallelaa TE, esu di 

/ esse cade la B4, l’angolo esterno 

/ ETA è eguale all’angolo interno 

# 4° ©d opposto ABI (29). Ma sì era 

già dimostrato che ATE è eguale 

a BAI. Dunque tutto l'angolo ATA è eguale ai due 
interni ed opposti BAI), ABI' (C2). 

Si aggiunga l’ angolo comune AB; allora i 
due angoli AIA, AIB sono eguali ai tre ABI, 
BI°A, I'AB (C2). Ma i due angoli AI, AIB sono 
eguali a due retti (13). Dunque anche i tre angoli 
AI°'B, I'BA, I'/AB sono eguali a due retti (C 1). 

Dunque in ogni triangolo, etc. c. d. d. 


se non si ammette la (P5), la (32) non 
è necessariamente vera, potendosi ai 
termini retta, angolo, piano, trian- 
golo,... dare un senso tale che siano 
verificate le proposiz. (1)-(28), e non 
siano invece verificati né la (P 5), né 
la (32). (BELTRAMI, Giornale di Mate- 
matiche, Napoli, 1868). 

Senza far uso della (P 5), ma soltanto delle nozioni pre- 
cedenti, si giunge appena a dimostrare la (16) e la (17), dalle 
quali si deduce soltanto che la (32) è possibile. 


EucLipE I, ed. Vacca. 6 
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Ay'. 


Ai tàs loas te xaì mapadldiihovs tr tà aùrà 
uéon énutevyriovoa: ebbelar xal adral toa. te xal 
maodiinAoi elouw. | 


"Eotwoav icar te al nagdAAnAoi ai AB, TA, xaù 
Emtevyvitwoav abtàs énl tà aùtà uéon ebdeta al 
AT, BA. Aéyw bu val ai AI, BA loca te vai nao- 
alin4ol glow. : 

°Enegevydew 1) BI. nai énei raodAAnAbs éotiv 1 AB 
, tf) TA, xaì es aùras éuneéntwnev 7) BI, ai évaXARadg 
yuvia ai vò ABI, BI'A icar dAlij Aaug eiotv. naù Érnei 
ion gorìv i) AB tij TA, xowr dé 7) BI, dvo è) ai AB, BI 
òvo taîg BI, IA ica sioiv» val ywvia 7) inò ABI 
yuwvia ti) vaò BIA lon: fac doa 71 AT fuox ty 
BA got lon, xaì vò ABI toiywuvov t® BIA ter 
| p@v® loov Éotiv, rai al Aomai yuviar taîg Aouratg 
yuwvias ica ÉEoovtar Exatéoa Énatéoa, dp’ ds al icai 
nAevoai vaotelvovow* Ion doa 7) vaò ATB ywvia ti 
vinò IBA. naù éngì eis dvo ebdelas tas AJ, BA 
eùdeta éunintovoa 7 BI" tas évalZaf ywvias icas 
dilnAa nenoinuev, raodÀAnAos doa éotiv 7) Al' tf) 
BA. édeiydn dé avrij mai ion. 

Ai doa tàs ioas te xai maoaZAr)Aovs énl tà avrà 
uéon émsevypriovoar evbetar nal avtal icau te mai | 
raodiAnAoi giov: bngo Eder detta. 


33. Questa proposizione, come Proclo ha osservato, col- 
lega la teoria delle parallele con quella dei parallelogrammi. 
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33. — Le rette congiungenti dalla stessa parte 
rette eguali e parallele sono anch'esse eguali e pa- 
rallele. 


Siano le AB, IA eguali e parallele, e le con- 
giungano dalla stessa parte le AI) B4. Dico che 
anche AI), BA sono eguali e parallele. 

Si conduca la BI. 


B A E poiché la AB è paral- 
lela alla /74, e la BI le incon- 
tra, gli angoli alterni ABI, 

4 T BI'A sono eguali tra loro (29). 


E poiché AB è eguale a I, e 
la BI è comune, le due AB, BI" sono eguali alle due 
BI, IA; e l'angolo ABI è eguale all'angolo BIA; 
dunque la base AI" è eguale alla base £4, ed il 
triangolo ABI" è eguale al triangolo BI, ed i re- 
stanti angoli sono eguali ciascuno a ciascuno, quelli 
a cul sottendono lati eguali. Dunque l'angolo A7°B 
è eguale all'angolo /°BA (4). E poiché la retta BI 
cadendo sulle due rette AI, BA fa gli angoli al- 
terni eguali tra loro, è dunque la A/' parallela alla 
BA (27). Ma sì è già dimostrato che le è anche 
eguale. 

Dunque, Ze rette congiungenti, etc. c. d. d. 


Essa definisce implicitamente che cosa sia un parallelo- 
grammo. A partire dalla proposizione successiva, Euclide 
adopera questa nuova parola senza altri schiarimenti. 
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id. 


Tav magalinAoyoeduuov yoolaov al anevavtior 
amhevoal te xa) yoviar toa dhijAais elolv, xal 
didueroos aùvrà diya téuvet. 


"Eotw nagalinAbyoauuov ywpgiov tò ATAB, did 
uetoos dì aùrod0 1) BI. Aéyw du toù ATAB rmao- 
alinAoyoduuov ai drevavtiov nAsvpai te al ywrviac 
lou dilnAas eloiv, xaì 7} BI" diduetoos avrò diya 
TÉUVEL. 

°Ensì vào maodiinAds éovv i AB i TA, xaù 
es aùras éunentonev evbeta 17) BI, ai évaAXAdÉE ya- 
via. ai vrò ABI, BIA icar dij las Eiolv. nddiv 
énei naodAAnAbs éovv Î) AI tf) BA, xal sì abdrag 
gunértwuev 7) BI, ai évaX}dE yuviar ai dvaò AT 'B, 
T'BA ica. dii Aa elolv. dio di) Tolyuvàa Éotvi tà 
ABI, BIA tàs do yuwvias tas vnò ABI, BIA 
òvoì taîc vaò BI'A, I'BA icas Eyovta énatéoav Éxa- 


34. Euclide avrebbe potuto abbreviare la seconda parte 
di questa dimostrazione osservando che la (26) citata in 
principio già permette di concludere l’eguaglianza dei due 
triangoli ABI, BI. Si osservi però che questa conseguenza 
si trae dalla dimostrazione, ma non dal solo enunciato 
della (26). Perciò Euclide forse ha preferito ricorrere alla (4). 

Il matematico arabo an-NAIRIZI, adoperando le (38) e 
(34), ha dato una elegante costruzione della trisezione di 
una retta (Anaritii in decem libros priores elementor. Eu- 
clidis comm. ex interpretatione Gherardi cremonensis, ed. 
Curtze, Leipzig, Teubner, 1899, p. 74). Egli conduce da 
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34. — I lati e gli angoli opposti di uno spazio 
parallelogrammo son eguali tra loro, e il diametro 
lo divide per metà. 


Sia lo spazio parallelogrammo AIB, ed il suo 
diametro BI. Dico che i lati e gli angoli opposti 
del parallelogramma AI4B sono eguali tra loro, 

e che il diametro lo divide 
A per metà. 
Poiché infatti la AB è pa- 
Fa, 4 rallela a T4, e la retta BI 
cade su di esse, gli angoli al- 
terni ABI, BIA sono eguali tra loro (29). E an- 
cora, poiché AI" è parallela a BA, e BI cade su 
di esse, gli angoli alterni A/°B, I°B4 sono eguali 
tra loro (29). 

Dunque i due triangoli ABI), BI hanno i due 

angoli ABI, BI'A eguali ai due BIA, TBA cia- 


parti opposte della retta data AB da trisecare, dagli estremi 
AB, due perpendicolari eguali tra loro AC, BD. Bisecata 
ognuna di queste nei punti £, /, congiunge ED, CF. I 
due punti d’intersezione G, H di queste congiungenti colla 
AB, risolvono il problema. 

La dimostrazione è facile. Si conduce perciò da H la 
perpendicolare, etc. 

Con una costruzione analoga si può dividere una retta 
in quante si vogliano parti eguali. 

E però più semplice adoperare per la soluzione di que- 
sto problema la teoria delle proporzioni. Cosi fa Euclide 
nella prop. (9) del libro sesto. Cfr. la nota alla (10). 
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Ttéoa xaiì uiav nAevodav ud ndievod lonv tv n0òS 
tale loas yvuvias nuowlv avv t)v BI" nai tàs 
Aoras doa nievods tas Aoumaîg loas Efer Éxatéoav 
énxatéog nai tiv Aoumyv yvowviav ti) Aouri vuvia* ton 
doa 7) uèév AB nAevoà ti) TA, î) dé AT tf) BA, val 
éu ion govìv 7) vaò BAT ywvia t} drò TAB. nai 
énel io) éotv 1) pèv vrò ABI ywvia ti) brò BIA, 
i) dé vrò I'BA tf vbaò ATB, dA doa °) vnò ABA 
6An ti) inò ATA éotv ion. tédelyin dé xaù 1 daò 
BAT vi) vò TAB lon. | 

T&v doa maoadAinAoyoduuwr ywolwy ai arevav- 
tiov nAevpai te nai puviar icar BRR Aais elolv. 

Adéyw di du xal 1) diduetoos avrà diya TtéUvEL. 
éngì vado lon éotiv 7) AB i TA, xowi, dè 7) BI, 
òvo di) ai AB, BI' òvoì cats TA, BI ica eiov 
énateéoa éuateog* al yovia 7) inò ABI yvuvia ti 
vrò BIA ion. al Pao doa i AT tf AB ion. rai 
tò ABI' tgiywvov to BIA tewavrg lcov goti. 

‘H doa BI ùiduetoog diya téuve tò ABIA nao- 
adinAoyoauuov: breo Eder detta. 


de'. 
Tà sapalinAéyoappua tà és ij avrijc Phoeds dv- 
ta xal èv tale avtats rapaddijAots toa dAihiows goriv. 


"Eotw rnagaZAniéyoanuua tà ABITA, EBTZ sn 
tijs avtije faoews ts BI nai Éév tag aùtaîs ragaA- 


35. Euclide sviluppa soltanto il caso più complicato. 
Ma il punto E potrebbe cadere su 4 o nella A4. 
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scuno a ciascuno, ed un lato eguale ad un lato, 
quello tra gli angoli eguali, la BI comune. Perciò 
anche 1 restanti lati saranno eguali ai restanti lati, 
ciascuno a ciascuno, ed il restante angolo, al re- 
stante angolo (26). Dunque la AB è eguale alla 174, 
e la AT a BA, ed ancora l'angolo BAI eguale 
a I°4B. Ma poiché l'angolo ABI" è eguale a BIA e 
I'BA è eguale a AIB, è dunque tutto AB4 eguale 
a tutto AIA (C2). Ma già si era dimostrato che 
BAT è eguale a TAB. 

Dunque i lati e gli angoli opposti di uno spazio 
parallelogrammo sono eguali tra loro. 

Dico poi, che un diametro lo divide per metà. 
Poiché infatti AB è eguale a I, e BI è comune, 
le due AB, BI" sono eguali alle due IA, BI" cia- 
scuna a ciascuna, e l'angolo ABI è eguale all’an- 
golo BI (29). Dunque il triangolo ABI" è eguale 
al triangolo BIA (4). 

Dunque il diametro BI divide per metà il pa- 
rallelogrammo ABI4, c. d. d. 


35. — I parallelogrammi sulla stessa base e nelle 
stesse parallele, sono eguali tra loro. 


Siano i parallelogrammi ABI4, EBIZ su la 
stessa base e nelle stesse parallele AZ, BI. 


Le dimostrazioni, in questi due casi, già svolte da 
PRocLO, si ottengono da quella data da Euclide, con alcune 
lievi semplificazioni. 
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AnAos tate AZ, BI. Aéyw dti ioov gori tò ABITA 
tO EBIZ rnaoaAAy4oyoduuo. 

‘*Eneì ydo nragadAnAoyoauuòv éov vò AB’IA, ion 
éotv 1) AA tf} BI. dià và avrà di) val 1) EZ ci 
BI" éorèv ion: bore xal 7) A4 ti EZ gorv lon' xa 
xovi) 9) AE- 6An doa 7) AE dAn ti) Al Éotiv ion. 
éou dè wai 7) AB tf) Al ion: dio è) ai EA. AB 
òvo tate ZA, Al' loar giov Éxatéoa Éxatéoa* rai 
puwvia 7 vaò ZA yvuvia ti) vnò EAB éotèv ion 7 
éutòs Ti) évròs* fado doa 7 EB fado q ZI ion 
éotlv, xal tò EAB tolywvov tO AZI' toeyavro icov 


—————— 


Si noti che in questa proposizione (35) compare per la 
prima volta la parola eguale usata in un nuovo senso. 

Volendo evitare l'ambiguità, gli scrittori moderni hanno 
proposto, e sembra questa la via preferibile, di introdurre 
un nuovo concetto astratto, il concetto di area, dicendo 
cioè che i due parallelogrammi hanno eguale area, o sono 
eguali în area. 

LEGENDRE invece nella sua Géométrie (quatriòme édi- 
tion, Paris, 1802, note I p. 274) propone di chiamar egqui- 
valenti i due parallelogrammi. Questa denominazione spesso 
seguita in trattati moderni; ha l’inconveniente di molti- 
plicare eccessivamente le proposizioni. Bisogna in tal -caso 
ripetere per enti equivalenti le nozioni comuni (C 1), (C 2), 
(C 3). Ed anche cessa in qualche caso la validità della (C 2), 
poiché a triangoli eguali aggiungendo triangoli eguali si 
possono ottenere parallelogrammi non più eguali ma appena 
equivalenti. 

Si noti infine che nella dimostrazione della (86) non 
cccorre l’uso della (C 3) quando £ cade tra A e 4, ma ba- . 
sta la sola (C2). 

stato dimostrato che si può sempre ricondursi a que- 
sto caso, ed essere sufficiente l’uso della (C 2) (la quale af- 
- ferma che aggiungendo aree eguali ad aree eguali si hanno 
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Dico che ABI è uguale al parallelogrammo 
EBIA. Poiché infatti ABI'Aè un parallelogrammo, 
AA è uguale a BI' (34). E per la stessa ragione 
anche EZ è eguale a BI. Quindi anche A4 è eguale 
» EZ (C1). Ed ancora la 4E è comune; dunque 
| tutta la AE è eguale a tutta 

A I__E z la 4Z(C2). Ma ancora, AB 


è eguale a A/' (34); dunque 

\ EYZ le due EA, AB sono eguali 
E T alle due ZA, A’ ciascuna a 

‘ ciascuna; e l'angolo ZA/' è 

eguale all’angolo EAB, l’esterno all’interno (29). 
Dunque la base EB è eguale alla base /Z, ed 
il triangolo EAB sarà anche eguale al triangolo - 


AZT (4). 


. aree eguali), purché si introduca un postulato (formulato da 
ARCHIMEDE, Quadratura della parabola II ed. Heiberg vol. 
2 p. 265), di cui Euclide non fa uso, il quale dice in sostanza 
che date due aree diseguali si può trovare un numero x 
tale, che n volte la minore superi la maggiore. 

Si è costruita cosi una teoria dell’equivalenza, od egua- 
glianza addittiva delle aree delle figure piane, per opera di 
W. BoLyAI, DUHAMEL, DE ZoLr,... Essa è adoperata in varii 
trattati scolastici italiani moderni. 

Si veda per una esposizione completa, l’articolo di U. 
AMALDI, Sulla teoria dell’equivalenza, nelle Questioni riguar- 
danti la Geometria Elementare, Bologna, II ed. 1910. 

Questa teoria è senza dubbio interessante ed elegante. 
Essa però sembra assai più artificiosa di quella Euclidea, 
non essendovi ragione per non introdurre nell’ insegnamento 
fin da principio anche la nozione comune (C 3). 

Euclide l’adopera fin da principio ; cfr. le prop. (2), (5)... 
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Éotar* xovòv dpnoroda tò AHE- Aonòv doa tòÒ 
ABHA toanggov Aonb tO EHTZ qtoanelio Éotiv 
Icov* xowòv apooxeioda tò HBI toiywvov: 6Aov 
doa tò ABITA ragaRAnA6yoauuov 6h@ to EBIZ 
mapalAinAoyoduuo loov éotiv. 

Ta doa raoaZAnAbyoauua tà nl tig aùrijs fa- 
0Ews Oovta nai év tate aùrats ragaZAiAos loa dAAI- 
Ao éotiv* Sneo Eder detta. 


Ac. 


Tà snapalinibyoauua tà nl tocov facecnv dvra 
xal &v tales aùtats magaliios toa dilAos goti. 


"Eotw naoa4AnAbyoauua tà ABITA, EZH® énì 
iowv faoeswv bvta ròv BI, ZH wai év taîs avratg 
naoakAnAo tatg AB, BH. Aéyw dti ioov Éotl tò 
ABITA rnaoaZAnAéyoauuov tO EZHA. 

°Ene$evydwoav vado ai BE, IT'0. xaì énel ion 
gotiv 7 BI" tf ZH, dAàa i) ZH xfj EO éorv ion, 
xal 7) BI doa ti) EO0 Éotèv ion. sioì dé nai raodA- 
Andoi. mai éngevyvvovow aùrdas ai EB, OI" ai dè 
tas loas te nai ragaAàrAovs érl tà avrà uséon én- 
S$evprvovoai icar te nai maodAAnAol lo. raoa ÀAÀn46- 
yoauuov doa éotì vò EBI'A. xal got i0ov tO AB’IA* 
Paow te yao aùto tv avtiv Eye tiv BI, nai év 
taîs avtate maga dhiAos gotiv aùtò tate BI, A0. 
dià tà aùrà di) xaì tò EZHO t6 aùrò t© EBIO 
éotv loov* @ote naì tò ABITA rnaupgalAnAbyoauuov 
t® EZHO éotiv ivov. 
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Si tolga AHE, comune. Dunque il restante tra- 
pezio ABHA è eguale al restante trapezio EHIZ 
(C 3). Si aggiunga il triangolo HBI, comune. Dun- 
que tutto il parallelogrammo ABI è eguale a 
tutto il parallelogrammo EBIZ. 

Dunque, î parallelogrammi sulla stessa base, 
etc. c, d. d. 


36. — Parallelogrammi su basi eguali e nelle 
stesse parallele sono eguali tra loro. 


Siano i parallelogrammi ABI4, EZH©O su le 
basi eguali BI) ZH e nelle stesse parallele 40, BH. 
Dico che il parallelo- 
gramma ABIA è e- 
guale a EZHO. 

Si conducano in- 
fatti BE, T°0. Poiché 
BI" è eguale a ZH e 
ZH è eguale ad EO, anche Bl'è eguale a E0(C1.. 
Ma esse sono anche parallele, e le EB, OI" le con- 
giungono. Ma le congiungenti dalla stessa parte 
di rette eguali e parallele sono anch'esse parallele 
(33). Perciò EBI® è un parallelogramma (34), ed 
esso ancora eguale a 45/74, poiché hanno la stessa 
base BI" e sono nelle stesse parallele (35), BI), 40. 
Per la stessa ragione EZHO è eguale allo stesso 
EBTIO. Perciò anche il parallelogrammo ABI4 è 
eguale a EZHO (C1.. 


A L 6 


B I' Z 
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Ta doa nagaZAnAbyoauua tà érl lowv Bacewv 
ovta mai év taîs abtals napaAAiAos loca dilnAio 
gotiv: Gneo Eder detgai. 


AT. 


Tà tolyova tà Enù tijs aùrijc Phoeos vira xaè 
&v taîs abtaîs napaliiAios toa dillo tortv. 


"Eotw tolywova tà ABI, ABI" érù tig adrijg fa- 
cews tig BI' xal Éév tate adrate rapadRArZog taîg 
AA, BI. Aéyw bu loov éot. vò ABI toiywvov t% 
ABI" toyavrg. 

°ExfeBAodw i) AA ép’ Endteoa tà ugon eri ta 
E, Z, xaì dvd puèv tod B t{]) TA naodlAnAos ide 
i) BE, did dé tovV I' ti} BA naodlAinAos 7ydw 7 TZ. 
rapalAnAbyoauuov doa Éotiv éxdteoov tv EB’WA, 
ABIZ: nai glow ica’ éni te ydo ties aùrijg faoedg 
sio tî)5 BI' nai Ev taîs adtats nagalAnAos tate 
BI, EZ* wai éou tod uév EBFA rnagalANnAoyodu- 


37. Questa proposizione e la precedente mostrano come 
due figure piane possono aver la stessa area, senza aver lo 
stesso perimetro. 

Il credere che il perimetro possa dare un'idea dell’area 
di una superficie, sembra esser stato un errore comune tra. 
gli antichi scrittori ignari di matematica. TUCIDIDE, VI, 1, 
stima l’area della Sicilia dal tempo occorrente a navigarle 
intorno. PLINIO, VI, 208, per confrontare le diverse parti 
del mondo dice: « aptissime.... spectabitur ad longitudinem 
« latitudine addita ». QUINTILIANO, Institutiones oratoriae, I, 
cap. x, 39-52, dice: « De Geometria.... Falsa quoque veris 
« similia geometria ratione deprehendit... Nan quis non ita 
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Dunque parallelogrammi su basi eguali etc. 
c. d. d. 


37. — Triangoli che sono sulla stessa base e 
nelle stesse parallele sono equali tra loro. 


Siano i triangoli ABI, ABI sulla stessa base 
BI e nelle stesse parallele 44, BI. Dico che 1l 
triangolo ABI" è eguale al 


E AÉA_A z, triangolo ABI. 
\]X7 Si prolunghi 44 da ognu- 
P> yo na delle due parti, verso £, 


Z; da B si conduca la BE 
parallela alla /°A4, e da I sì conduca la TZ paral- 
lela alla BA (31). 

Dunque EBI"A, ABTZ sono entrambi paralle- 
logrammi, e sono eguali, poiché sono sulla stessa 
base BI" e nelle stesse parallele BI, EZ (35). Ed 
ancora il triangolo ABI è la metà del parallelo- 


« proponenti credat: Quorum locorum estremae lineae ean- 
« dem mensuram colligunt, eorumque spatio quoque, quod 
« his lineis continetur par sit necesse est? At id falsum 
« est. Nam plurimum refert cuius formae sit ille circuitus; 
«reprehensique a geometris sunt historici, quia magnitudi- 
«nem insularum satis significari navigationis ambitu cre- 
« diderunt ». QUINTILIANO enuncia poi correttamente vari 
teoremi geometrici, ricordando che il circolo è la figura 
piana di area massima, tra quelle aventi lo stesso perime- 
tro, e ricorre, per convincere i non geometri, ad un esempio 
numerico osservando che un quadrato avente per lato 10 
passi ed i rettangoli aventi per lati 15 X 5, ovvero 19X1 
passi, hanno lo stesso perimetro, ma l’area assai diversa. 
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pov iuov tò ABI toivwvor: î) yvào AB diduetoos aùrò 
diya téuver* toò dé ABIT'Z naoa 4A AnAoyodupov fuov tò 
ABI" tolywvov: 7) yào Al'òiduetoos avrò diya téuvei. 
loov doa éotì tò ABI tolywvov t® ABI towaro. 

Tà doa toiywva tà érù ts aùrijg Pacews dvta 
xal év taîc avtaîs magaZAr Ao: loa dAinAos éotiv * 
bongo Eder delta. 


An. 
Tà toiyova tà és lov foca drra xaì èv 
tale aùtaîs mapaddiios toa diifjAio:s tgorly. 


"Eotw tolvova tà ABI, 4EZ éxnì lowv facewv 
tOv BI, EZ naì év taîs adrals nagadAnAo tate 
BZ, AA. Aéyw bri loov éorì tò ABI tolywvov t©% 
AEZ toyavo. 

°EufeBÀjodw yvdo 1 AA Ép' éxdteoa tà uéon énì 
tà H, 0, val dià uèv tod B tf) T'A naodZAnAos 7xdw 
i) BH, did dé tod Z ti) AE nmaodlindos fd 7 
ZO. rmaoaZinAbyoauuov doa éotiv Éndteoov TOY 
HBIA, AEZO: xaì icov vò HBI'A rò AEZO- éni 
te yào lov fdoeav eio0 tòv BI, EZ vai év taîg 
aùtaîe nada 4A 40 tate BZ, HO val Éou toù pèv 
HBI'A naoaZAnAoyoduuov iuov tò ABI' toiywvor 
i) yào AB diduetoos avrò diya teuvei. tod dé AEZO 
raoaZAnZoyoduuov iuov tò ZEA Tolpwvov: 7). ya 
Al diduetoos avrò diga téuvei. lov doa éo0tì tò ABI 
toivwvov tO AEZ Ttoywar. 

Tà doa toiyvwva tà Énù iowv Pacewv dvta rai év 
tate avute magaliAog loca diljAous Éotiv dneo 
Eder della. | 
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gramma EBIA, poiché il diametro AB divide 
questo per metà (34). Poi anche il triangolo ABI 
è la metà del parallelogramma 4BZI) poiché anche 
il diametro A/° lo divide in due parti eguali. Dun- 
que il triangolo ABI" è eguale al triangolo ABI. 

Dunque triangoli che sono sulla stessa base etc. 
c. d. d. 


38. — Triangoli che sono su basi eguali e nelle 
stesse parallele sono eguali tra loro. 


Siano i triangoli ABI, 4EZ sulle basi eguali 
BI, EZ e nelle stesse parallele BZ, 44. Dico che 
il triangolo ABI è eguale al triangolo 4EZ. 

Si prolunghi infatti A4 da 

HY 4 4 9 cognunadelle due parti verso 

H, © e per B si conduca alla 
B 7 E TA la parallela BH, e perZ 
alla 4E la parallela ZO (31). 

Ognuno dei due HBIA, AEZO è dunque un 
parallelogrammo. Ed è HBIA eguale a AEZO. 
Poiché sono su basi eguali BI, EZ e nelle stesse 
parallele BZ, HO (36). Ma il triangolo ABI" è metà 
del parallelogrammo HBIA; infatti il diametro 
AB lo divide per metà (34). Ed il triangolo ZE4 
è metà del parallelogrammo 4EZO; infatti il dia- 
metro 4£Z lo divide per metà (34). Dunque il trian- 
golo ABI" è eguale al triangolo 4EZ. 

Dunque, î triangoli che sono su basi eguali, 
etc., c. d. d. 
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AD. 
Tà toa tolyova tà En tic aùrijs Pdoedvs bvra 


xal ènl tà abcà uéon, xal tv tale abrtaîs rnapad- 
AnAow gorty. 


"Eotw iva toeiyuva tà ABI, ABI énù ts avrijs 
Paoews èvta rai érl tà avrà uéon ts BI. Aéypa du 
xai év tale avtaîs raga AA Ao éotiv. 

Ene$evydo vao 1) AA. hévw dti maodAAnAòs gori. 
i A4 vi) BI. 

Ei yào wi, idw did toò A onugiov tf} BI sù- 
dela naodAAnAos 7) AE, xal énefebydo 1) ET. loov 
doa éotù vò ABI" coivovov t® EBI towavo* En 
te pao ties avre fdoeds éomv avro tie BI rai 
év tale adtals nagalàAos. diià tò ABI t© 
ABI éouv icov* xaù tò ABI" doa tò EBI  loov 
éotì tò uettov TO Éldocovi® bago Éotlv dduvarov- 
oùx doa ragdiAnAds éovv 7) AE rt} BI. duolws òî 
Osifouev, bt ovd° dAin ts nÀ)V tig AAd° 7) AA4 doa 
ti) BI éot) raodAAnAos. 

Tà doa ica tolvava tà ni t)s avris Paoews 
Ovta mal énl tà aùtà uéon, rai év taîe avtats radaÀ- 
An Aos éotiv: bneo Eder detta. 


L'. 
[Tà î0a tolywova tà Enl tocv Phosdv dvra xa Èst 
tà aùrà uéon xal èv taîs avtaîs rapallo éotlv]. 


40. Questa proposizione non si trovava nel testo origina- 
rio, ed è stata aggiunta da qualche commentatore. Così ha pro- 
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39. — Triangoli eguali che sono sulla stessa 
base e dalla stessa parte, sono anche nelle stesse 
parallele. 


Siano 1 triangoli eguali ABI, ABI sulla stessa 
base BI, e dalla stessa parte di BI. Dico che sono 
anche nelle stesse parallele. 

Si conduca infatti la 44. Dico 
che A4 è parallela alla BI. 

Se infatti non è, si conduca 
per il punto A alla retta BI la 
È parallela AE (31), e si congiunga 
la EI. Allora il triangolo ABI è eguale al trian- 
golo EBI, poiché è sulla stessa base BI’ di esso, 
e nelle stesse parallele (37). Ma A4.B/' è eguale ABI; 
dunque anche ABI è eguale a EBI (C 1), il mag- 
giore al minore, il che è impossibile. Dunque A£ 
non è parallela a BI. Similmente dimostreremo 
che nessun’ altra eccetto A4 è parallela. Dunque 
AA è parallela a BI. 

Dunque, triangoli eguali, etc. c. d. d. 


40. — [Triangoli eguali su basi eguali e dalla 
stessa parte sono anche nelle stesse parallele]. 


vato HEIBERG (Hermes, xxxVHI, 1903, p. 50) adoperando un 
papiro scoperto al Fayum (Fayum Towns and their papyri, 
p. 96 n. Ix). 

E da notarsi che il Tartaglia nella sua bella edizione di 
Euclide sente il bisogno di modificare la dimostrazione. 
La dimostrazione si conduce come quella della (39). La (40) 
non ha nessun uso nel seguito degli Elementi. 


EucLIDE I, ed. Vacca. 7 
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pa. | 
°Eav naoadinAdyoaupov toeyovao Bfhow ce Èxn 
tv aùt)v xal &v vaîc abate mapadhfiois N, di- 
midov gori tò staoaAAnAdyoappuov toù toycovov. 


IlagaXAnAoyoauuov yvào tò ABITA toyavo té 
EBI' faow te Ééyétw tiv avv t)v BI' xa év tate 
avtaîe napahZArAos ovo tate BI, AE. Aéyw dr 
òèrAdowv éovi tò ABIA napaZAinZoyoauuov tod 
BEI’ towavov. 

"Ens$eizdo yào î AT. icov di) é0v tò ABI toi- 
yuvov tO EBI towove* éni te yào ts avis fa- 
ces éomv ato tg BI  xal Éév taîs avraîs ragaA- 
Ano tatg BI, AE. dAlà tò ABITA naga4AnA6- 

yoauuov dirAdorv é0t tod ABI toyovov: i) yào AT 
| diduetoos aùrò diya téuver» dote tò ABI ragaA- 
AnAbyoauuov xai toù EBI' towavov éorì dirAdoov. 

"Eav doa naga4AnAbyoauuov Ttowavo Paow TE 
égn tiv avv rai év tale aùraîs maoadAiAo 7), 
dirAdordv É0tL1 TÒ raga A AnAbyoauuov Tod ToLYavov * 
bongo Eder detéau. 


up. 
To dobévu toiyovo Toov sapadinAbyoappov 
cvorifocacba. tv ti Sodelog porta eddbvyoduuo. 


"Eotw tò uèv dodév toiywvov tò ABI, 1 dè do- 
Vetoa ywvia edbiyoauuos 7) 4° det di) TO ABI" tor 
yuv® icov magahAn40poauuiov cvotoacdar Év ti) 4 
puwvia eVivyoduuo. 
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41. — Se un parallelogrammo ha la stessa base 
di un triangolo, ed è nelle stesse parallele, il paral- 
lelogrammo è doppio del triangolo. 


Abbia infatti il parallelogrammo ABI la stessa 
base BI" del triangolo EBI e sia nelle stesse pa- 
rallele BI), AE. Dico che il pa- 

A V, E  rallelogrammo ABI è doppio 


del triangolo BEI. | 
Si conduca infatti la 4/° Il 
E mi triangolo ABI è allora eguale al 
triangolo EBI'; poiché essi sono 
sulla stessa base BI" e nelle stesse parallele BI, 
AE (37). Ma il parallelogrammo ABI è doppio 
del triangolo ABI, poiché il diametro AI lo di- 
vide per metà (34). Dunque anche il parallelogrammo 
ABIA è doppio del triangolo EBI. 
Dunque, se un parallelogrammo, etc. c. d. d. 


42. — Costruire in un dato angolo rettilineo un 
parallelogrammo eguale ad un dato triangolo. 


Sia ABI" il triangolo dato, e 4 l’angolo retti- 
lineo dato. Si deve allora costruire nell’angolo 4 
un parallelogrammo eguale al triangolo ABI. 

Si divida la B/' per metà in E (10), e sì con- 
duca la AE, e sulla retta E/' nel punto £ di essa 
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Tetuodw 1 BI diva xatà tò E, mai érefevydw 
i) AE, xaì ovveotato noòs tf) ET esÙdela xaì t© 
1005 aùtf) GMueiw to E ty 4 ypovia ion ?) vaò T'EZ, 
nai did uév tod A ti) ET nmaodAAnAos idv 7î) AH, 
òià dé tod It) EZ nagdaAAnAos îydw 7 TH rao- 
aXlnAibyvauuov doa éotì tò ZETH. mai éneì lor 
éotiv 7 BE ti) ET, icov éotì xal vò ABE toiywvov 
t© AEI towovw* él te vao iowv Paoeav gior TOv 
BE, ET xaì év taîs adraîs ragaRà Ao tats BI, 
AH dirAdowov dea Ééotì tò ABI toiyovov tod AET 
toyovov. éov dé xaì tò ZEIT'H napaXAnAoyoauuov 
òirAdorov toùò AET' toyw@vov: faow te yào avro 
Tv aùtnv Éyei naù év Taîs avtals éotwv aÙt@ naLaA- 
Arjhos* inov doa éotì vò ZEI'H raga4AnAdyoauuov 
tò ABI toyovo. xaù Èyer t)v vrò TEZ puwviav 
ionv ti doveion ti 4. 

T© doa doderti Towovo tO ABI icov ragai- 
Anioyvoauuov ovveotatar tò ZEI'H év ywvia ti} darò 
T'EZ, ijrig Éotiv ion ti) 4° banco Édeci mopoa. 


by. 
IHavròs sapalinAoyoeduuov tiv meo. tv diéd- 
petoov saoalinAoyoduuov tà saparinodvuara toa 
GARA 015 Eotiv. 


"Eotw raoaZAnAbyoauuov tò ABIA, diauetoos de 
aùtod 7 AT, neo, dé tiv Al' ragaZAnAbyoauua pèv 
éotw tà EO, ZH, ra dé Aeydueva maparANnodguata tà 
BK, KA. Aéyw dé ivov éotì tò BK zagarAiowua 
to KA rmagarAnowuati. 
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sì costruisca l'angolo ZET' eguale all’angolo A (23), 
e per A sì conduca la AH parallela ad EI (31), 
e per J'la T'H parallela ad EZ. Dunque ZETH è un 
parallelogrammo. E poiché BE è eguale ad EJ, il 
triangolo ABE è eguale al triangolo AET, poiché 
sono su basi eguali BE, EI 
wi} z ZE 6 tra le stesse parallele BI} 
AH (38). Dunque il triangolo 
tam); ABI" è doppio del triangolo 
AET. Ma anche il parallelo- 
grammo ZETH è doppio del triangolo AEI, per- 
che ha la stessa base ed è nelle stesse parallele (41). 
— Dunque il parallelogrammo ZEIH è eguale al 
triangolo ABI ed ha l'angolo SEZ eguale all’an- 
golo dato 4. | 
Dunque si è costruito nell'angolo I'EZ, che è 
eguale all'angolo 4, il parallelogrammo ZETYI, 
eguale al triangolo dato ABI c. d. f. 


43. — In ogni parallelogrammo i complementi 
der parallelogrammi intorno al diametro sono eguali 
tra loro. 


Sia il parallelogrammo ABI e il diametro di 
esso AI, e intorno alla diagonale A/' siano i pa- 
rallelogrammi E£0, HZ. E siano BK, KA quelli che 
sì chiamano complementi. Dico che il complemento 
BK è eguale al complemento KA. 

Poiché infatti ABI è un parallelogrammo, ed 
AI' un diametro di esso, il triangolo ABI è eguale — 
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°Engì yào nagaAAinAbyoauuòv éovi vò ABI, did- 
uetoos dè aùtod 7 AI, ivov éotì tò ABI" toiyuwvov 
tO ATA toyoro. qndhlv, énre, raga 4AnAoyoauuòv 
éon tò E0, diduetoos dé avtov Ééouv 7 AK, icov 
éotì tò AEK toiyovov tO AOK towar®o. dia ta 
aùtà di xal tò KZI' toiyovov t© KHI éovyv 
icov. éneì ov tò uév AEK toiyovov tO AOK tei 
ywv® éotiv ioov, vò dè KZIT t® KHI, vò AEK 
toivuvov uetà toù KHT, icov éotì t®© AOK toi- 
yov® uetà todb KZI. go dé xal 6Aov tò ABI toi- 
ypuwvov 6h tO AAl' icov* Aoròv doa tò BK na- 
oaràowua Aomò tò KA maoanAnomuarti éotv i0ov. 

Ilavtòs doa rnagaAAnAoyoduuov yuolov tOv TEOÌ 
tiv òiduetgov nagaZinAoyoduuwv tà rnaoarÀnoc- 
uata loa ail Ao éotiv® bneo Eder detpai. 


può. 
Iacà t)v dodeloav eùbetav tO dodévu toy ovo 
‘cov sapadinibyoauuov sapafadetv èv ij Serena 


ini ebbvyoduuo. 


"Eotw ?î) pév dovetoa evdeta 7 AB, tò dé dodév 
tolipwvov TÒ I, 1 dé doveloa ywvia eÙdivoauuos 1 
4° det di) ragà tv dovetoav ebbetav tiv AB t© 
dovevi Toiyovo t© I icov raga AnAd0ygauuov raga- 
padetv év ion ti) 4 yovia. 

d'vveotato tò I'toiyWv® ioov mapa 4 AnAdy0auuov 
tò BEZH év yuwvia tf) vaò EBH, i; é0rw ion ti 
d' nai xeiodo dote n° evbelas elvar tiv BE ti 
AB, xaì du)ydw 1 ZH éxì tò O, xai did tod A bro- 


ELEMENTI — LIBRO PRIMO 103 


al triangolo AI (34). Ed ancora, poiché E0 è un pa- 
rallelogrammo, e un diametro di esso è AK, il trian- 
golo AEK è eguale al triangolo AOK. E per la 
stessa ragione anche il trian- 
4A_Q # golo KZI' è eguale al trian- 
E, 4  golo KHI (34). Poiché dunque 
il triangolo AEK è eguale al 
triangolo AO0K, e KZI a 
KHI, il triangolo AEK col 
triangolo KHI, è eguale al triangolo AOK col 
triangolo KZI' (0 2). I 
Ma tutto il triangolo ABI è eguale a tutto AAI. 
Dunque il resto, il complemento BK, è eguale al 
resto, il complemento KA (0 3). 
Dunque, in ogni parallelogrammo, etc. c. d. d. 


D_ N I 


44. — Ad una retta data, în un angolo retti- 
lineo dato, applicare un parallelogrammo eguale ad 
un triangolo dato. 


Sia AB la retta data, I° il triangolo dato e A 
l'angolo rettilineo dato. Si deve allora alla retta 
data AB, in un angolo eguale a 4, applicare un 
parallelogrammo eguale al triangolo I. 

Si costruisca il parallelogrammo BEZH eguale 
al triangolo I, nell'angolo EBHH, il quale sia eguale 
all'angolo 4 (42); e si ponga in modo che la BE 
sia per diritto alla 4B; e si prolunghi la ZHin 6, 
e per A si conduca la A0 parallela ad ognuna 
delle due BH, EZ (31), e sì conduca la OB. Poi- 
ché la 0Z cade sulle due parallele 40, £Z, gli 
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téoa tov BH, EZ zaodRinAos id 7) AO, ai éxe- 
Sevydw 7) OB. xal Eng ei nagadhijAovs tas AO, EZ 
eUdeta éveneoev ?) 0Z, ai doa inò AOZ, OZE yw- 
via. dvov dodaîs sio icai. ai doa vrò BOH, HZE 
òvo dgUav ÉAlaocoves elowv: ai dé drò Éhlacodvewv T) 
duo d0d6v sig dreioov Énfariduevar ovuniatovo . 
ai ©B, ZE aga éxBaXA6ueva cvunecosviai. EnfeBA- 
c0woav xaù cvumatetwoav xatà tò K, xal dià TOD 
K onuziov drotéoa tOv EA, ZO ragdAAnAos 1ydw 
i KA, nai éxBeBÀAj0)woav ai 0A, HB énl tà A, M 
onugta. raoaÀAnAbyoauuov doa éotì tò 0AKZ, did- 
uetoos dé avrod 7 OK, neoì dé t)v OK znaoadày- 
Abyoauua uèv tà AH, ME, tà dè Asybueva raga- 
riNnomuata tà AB, BZ: icov doa Éot tò AB t© 
BZ. dAilià tò BZ tò I'towavw Éotv icov* wai tÒ 
4B doa t© I’ éotiv icov. mal él ion Éotiv 1 drò 
HBE ywvia tj) vvò ABM, dikià 1 inò HBE ti 4 
ÉotÙv i0n, xai 7) vrrdò ABM doa t} 4 pwvia Éotiv ion. 

Ilaoda tv dovetoav doa evdetav 1)v AB t@ do- 
Vevti toyovo t© I' ioov raga AAnAoyoauuov ragafé- 
BAnta tò AB &v ywvia ti) bnò ABM, ij gotw ion 
ti) d' Orso Édsi nojoaL. 


ue. 
To dodévu ebvbvyoduuo tocov rapadinAdyoean- 
pov cvorjoacdai év ti dodeloy yovia edbvyoduuoo. 


45. Le proposizioni (42), (44), (45) risolvono tre pro- 
blemi (ciascuno dei quali è più generale del precedente), 
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angoli 40Z, OZE sono eguali a due retti (29); 
perciò gli angoli BOH, HZE son minori di due 
retti. Ma due rette [le quali incontrate da una terza] 
fanno gli angoli [interni e dalla stessa parte] mi- 
nori di due retti, prolungate all’ infinito si incon- 
trano (P 5). Dunque le 05, ZE 

prolungate sì incontreranno. 
4 Si prolunghino, e sì incontrino 
in K, e per K si conduca la KA 


Dis X parallela ad entrambe le EA, ZO 
4, e si prolunghino le 0A, HB fino 
7° ai punti, 4, M. I 


MM 
Dunque 0OAKZ è un paralle- 
A >, 4 


6 logrammo, ©K un suo diametro, e 

intorno a OK i parallelogrammi 
AH, ME, e quelli che si chiamano complementi, 
AB, BZ. Dunque /1B è eguale a BZ (48). 

Ma BZ è eguale al triangolo I} dunque anche 
AB è eguale a I (C 1). E poiché l’angolo HB£ è 
eguale a ABM (15), e HBE è eguale a 4, dunque 
anche ABM è eguale all’angolo 4. 

Dunque alle rette date 45, nell'angolo ABM 
che è eguale a 4, è stato applicato il parallelo- 
grammo AB, eguale al triangolo I} c. d. f. 


45. — Costruire un parallelogrammo eguale ad 
una data figura rettilinea, în un angolo rettilineo dato. 


relativi alla trasformazione delle figure piane. La (45) in- 
segna a trasformare una qualunque figura rettilinea (poli 


106 ETOIXEIQN a/. 


"Eotw tò uèv dodév eddiyoauuov tò AB’©A, i) dé 
dodetoa yuwvia eÙdivoauuos 7 E° det di) t® ABIA 
evivyoduuo ioov raoaZAnAbyoauuov ocvotioacda: év 
ti) dodelon yovia Ti) E. 

| "Ene$evydo 7) AB, xal ovveotato tO ABA toi- 
yavo i0ov raoaZAnAbyoauuov tò ZO év ti) rò OKZ 
puvia, î éovv ion ti E' xa rmagaPfeBAjodw rmaoà 
t)v HO ebddetav vò ABI toyaro ivov rapaAinAé- 
yoauuov tò HM è&v ti) vrò HOM yovia, f éotw 
ion ti) E. xai éngì i E ywvia éxatéoa tOv inò OKZ, 
HOM éotw ion, nai )) vò 0KZ doa ti} inò HOM 
éotiv Ton. soi) noooneiodò Î) vrò KOH* ai dpa 
vaò ZKO, KOH tqaîs inò KOH, HOM iva si00v. 
di ai viaò ZKO, K®H bdvoiv dodals ica E£loiv* 
xaì ai vrò KOH, HOM dova dio dodais lou ei- 
iv. a0ds di) tivi eddeia Ti HO val t© noòs adi 
onusio tO 0 dio edera ai KO, OM ui) énl tà 
aùtà uéon xeluevar tas épets vuwrias dbo dodaîs 
ivas morodow* ér eddeias doa éotiv 7 KO ti OM: 
nai érel ec mapaZAiAovs tàs KM, ZH svista év- 
gn20€v 7) OH, ai évaX}dE vwviar ai virò MOH OHZ 
ica dAlnAas eloiv. novi) aoooxei0da 7 dirò OHA- 
ai doa vrò MOH, 0HA taîs vrò 0©HZ, OHA ica 
sioiv. diRl ai inò MOH, OHA bio dodalg ic 
sioiv* xaì ai irò OHZ, OHA doa bio dodaîto 
ica sioiv° én° evbelas doa éotiv 7 ZH tm) HA. 


gono), in un parallelogrammo, avente un angolo dato ed 
una base data. Si possono quindi cosi trovare la somma o 
la differenza di due figure piane. 

Soltanto nella (14) del libro II, Euclide insegnerà a 
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Sia A4BIA la figura rettilinea data, e sia £ l’an- 
golo rettilineo dato. Si deve allora costruire un 
parallelogrammo, nel dato angolo E eguale alla 
figura rettilinea ABI. 

Si conduca la 48, e si costruisca un daralle: 

logrammo ZO nell'angolo 0KZ che 


sia eguale all'angolo E (42). 
AS xr E alla retta HO si applichi il 
parallelogrammo HM nell’ angolo 


ti E HOM che sia eguale all’ angolo 
z-L.i E). 
E poiché l'angolo E è eguale ad 
E Fk ognuno dei due 0.KZ, HOM, anche 
OKZ è eguale a HOM. Si aggiunge 
KOH, comune. Dunque ZK0, KOH sono eguali a 
K©OH, HOM (C 2). Ma ZKO, K©OH sono eguali 
a due retti (29), dunque anche K0OH, HOM sono 
eguali a due retti (C 1). Dunque ad una retta HO 
ed al punto ®© di essa, le due rette KO, 04, non 
poste dalla stessa parte, fanno gli angoli adiacenti 
eguali a due retti; dunque K® è per diritto alla 
OM (14). E poiché la retta ©/ cade sulle due 
parallele KM, ZH, gli angoli alterni MOH, 0HZ 
sono eguali tra loro (29). Si aggiunga OHA co- 
mune, Allora MOH, OHA sono eguali a 0HZ, 
OHA. Ma MOH, OHA sono eguali a due retti (29). 
Dunque anche 0/7Z, ©HA sono eguali a due retti. 
Dunque la ZH è per diritto alla HA (14). E poi 


trasformare un rettangolo, ovvero una qualunque figura 
piana in un quadrato. 
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nal éngi ) ZK if) OH ion te vaù ragdhAnAos éomv, 
dihà xai 1) OH ti MA, xaì © KZ dea ti MA ion 
te xal rapgdhAinAòs éotiv* nai émsevyviovow avrds 
evioetar ai KM, ZA° ma ai KM, ZA doa ica te 
nai maodÀAndoi siow* ragaZAnAbyoauuov doa Éotì TÒ 
KZAM. xaì éngì lIvov éotì tò uév ABA tToiywvov t© 
ZO zrapazinioyoduuo, tò dé ABI t& HM, 6hov 
doa tò ABIA evdivoauuov bhw tO KZAM znaqaA- 
Anhoyoduuw éotiv loov. 

T© doa dodevti eddvyoduuo tO ABITA icov rao- 
ahinAbyoauuov cvvéotatar tò KZAM èv ywvia ti) vaò 
ZKM, i géotw ion ti} dodelon ti) E' bneo Édei norjpoa. 


’ n 


us'. 
‘Anò is dodelons ebbelas terodyovov dva- 
podipat. 


"Eotw 7 dodeioa eùdeta f AB der di) danò cis 
AB evigias tetodyuwrov dvayodyat, 

"Hydw ti AB evdsia drò TOù m0dg avi; onugiov 
toù A a005 6o0ds 7 AI, xai ueioda ti} AB ion © 
AA mal did pèv tod 4 onusiov Ti; AB raodAAnAos 
1,0% 7Î AL, dià dé tod B onuziov ti} AA ragdAAn- 
405 ?)xdw 7) BE. IlaoaRR}nAbyoauuov doa éoti tò 
AA4AEB: ion doa éotiv 7 uîv AB TY] AE, 7) dé AA 
tij BE. dia i AB ti AA éorìv ion: ai té0capES 
doa ai BA, AA, 4E, EB Îîcar dAlnAwug eioiv: i06- 


46. Nella (1) Euclide aveva insegnato a costruire un 
triangolo equilatero. 
Nelle (11), (15), (16), del libro quarto insegnerà a co- 
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ché ZK è eguale e parallela a OH (34), ed anche 
OH ad MA, anche la KZ è eguale e parallela alla 
MA. E le congiungono le rette KM, ZA. Dunque 
anche le KM, ZA sono eguali e parallele (30). Dun- 
que KZAM è un parallelogrammo. E poiché il 
triangolo A.BA4 è eguale al parallelogrammo Z0, e 
ABI è eguale a HM, dunque tutta la figura ret- 
tilinea ABITA è eguale al parallelogrammo KZAM. 

Dunque nell'angolo ZKM, che è eguale all'angolo 
dato E, si è costruito il parallelogrammo AKZAM 
eguale alla data figura rettilinea 45/4; c. d. f. 


46. — Su una retta data descrivere un quadrato. 


Sia AB la retta data; si deve allora sulla retta 
AB descrivere un quadrato. 

Si conduca alla retta 45, dal 
punto A su di essa la AI" ad angolo 
retto (11) ,e si ponga A4 eguale alla 
AB. E per il punto 4 si conduca la 
AE parallela alla 45, e dal punto 5 
la BE parallela alla 4431). 

Dunque A4EB è un parallelo- 
A 3 gramma, quindi la AB è eguale alla 

AE, e la AA alla BE (34); ma ABè 
eguale alla 44; dunque le quattro BA, 44, 4E, 
EB sono eguali tra loro (C 1); dunque il paralle- 
logramma A4EB è equilatero. 


struire un pentagono regolare, un esagono regolare, ed un 
pentadecagono regolare. 
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rAsvgov doa éotì tò AAEB nagalAnAbyoauuov. Aéyu 
di) dt xal dodoyaviovr. érneì yvao eig naoahAinAovs 
tds AB, 4E eùdeta éveneoev ?) AA, ai doa vrò 
BAA, AAE yuvia. dio dodats loca. siciv. dodij dé 
i) vò BAA: 6oU) doa mai i vnò AAE. tov dé 
ragalAnAoyoduuav ywoiwv ai drevavtiov nÀEvpai te 
xai vuvia iva dik Aarg eloiv* dodi) doa mai Éxateéoa 
TtOv daevavtiov tOòv vrò ABE, BEA pavor. 
"Oodoyaviov doa éorì tò AAEB. ébciydn dè xa 
iooràevoov. tetodyWwvov doa éotiv° nali éotiv dnò Tijs 
AB eBdelas dvaveyoauusvov* breo Eder morfjoat. 


I uS. 
i "Ev toîs dodoycviorw tpiyoovors tò drnò tijs t)v 
dodlv yoviav drorervovons sdevois terody voy 
Îoov goti toîs dsrò tiv t)v doedav yoviav nepue- 
gxovodv nisvodv tetoayciovous. 


"Eotw toiywvov dodoyaviov vò ABI" dod)v Eyov 
t]v vaò BAI yvoviav. héyw dti tò daò cis BI te- 
todyuvov loov goti tolg dnò tòv BA, Al’ tetoa- 
YVOS. 

°Avayeyoapdw yào dnò uèv tig BI' tetoavwvov 
tò BAET, anò dé tOv BA, AI và HB, QI, nai dia 
tod A drotéoa tv BA, TE maodAAnAos 1idw 7Î AA° 
naù éneGevydwoav ai AA, ZI. nai énel do éotiwv 


47. ProcLO osserva che la tradizione attribuisce questo 
‘’ teorema a PITAGORA, il quale avrebbe sacrificato un bue 
agli Dei per questa scoperta. 
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Dico che è anche rettangolo. Poiché infatti la 
retta 44 cade sulle parallele 48, AE, i due angoli 
BAA, AAE sono eguali a due retti (29). Ma BA4 
è retto, dunque lo è anche A4£. Ma in uno spazio 
parallelogrammo i lati e gli angoli opposti sono 
eguali tra loro (34). Dunque son retti ognuno degli 
angoli opposti ABE, BEA. 

Dunque A4EB è rettangolo. E già si è dimo- 
strato che è equilatero. Dunque è un quadrato 
(T 22), ed è descritto sulla retta AB. 


47. — Nei triangoli rettangoli, il quadrato del - 
lato che sottende l’angolo retto, è eguale ai quadrati 
dei lati che comprendono l'angolo retto. 


Sia il triangolo rettangolo ABI" avente l’angolo 
retto BAT. Dico che il quadrato di AB è eguale ai 
quadrati di BA, AI. 

Si costruisca infatti su BI il quadrato BAETI, 
e su BA, AI, i quadrati HB, OI (46), e per Asi 
conduca la A/ parallela ad ognuna delle due B4, 
TE (31); e si congiungano le 44, ZI. | 


—__——————— —6b 


PLUTARCO (Non posse suaviter vivi secundum Epicurum 
c. 11), DioGENE LAERZIO (VIII, 12) ed ATENEO (X, 13) son 
concordi nell’attribuire a Pitagora questa proposizione. 

Essa è però forse, assai più antica almeno in un caso 
semplice, quello in cui i cateti del triangolo rettangolo sono 
3, 4 e quindi l' ipotenusa 5. 

In un frammento di papiro della xIr dinastia egiziana, 
scoperto a Kahun, M. CANTOR (Archiv. d. Math. u. Phys., 
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énateoa tòv vrò BAT, BAH yuviòr, n005 di tivi 
evbsia ti BA xal th mods aùrij onusio tO A òvo 
evveta. ai AT, AH pui) érù tà avrà uéon xeiuevat 
tàs épetie pwrias dvoiv dodaîe loas nodo: È 
eUdelas doa éotìv 7 TA ti) AH. did tà avrà Òi) ai 
î) BA ti) AO éorìv én° evdelas. nai éneì ion éotiv 
7) vò ABI ywvia tf) inò ZBA: 6907) ydo Éxatéoa * 
xovi) r0o0oxelodw= 7 brrò ABI 6An doa i) vnò ABA 
6in ti) vò ZBI° éotiv ion. xaì éansì ion forv 1 
uév 4B ij BI, 1} dé ZB ij BA, dvo di ai Ab, 
BA òvo vaîs ZB, BI ica eioìv Éxatéoa Énateoa 
nxaì ywvia 7 vrò ABA yuwvia ti) inò ZBI ion: 
fois doa 7) AA faos ti ZI gotìv ion, nai tò 
ABA toiywvov tò ZBIT toyoro éoriv icov* nai 
éotr toù uév ABA toypovov dirAdorov tò BA nao- 
al/nAbyoauuov* Pàaow TE yao tiv avv Eyovor T)v 


VIII, 1905, p. 66) ha trovato l'eguaglianza 3*-+ 4° = 5* scritta 
in varì modi. 

Forse anche gli antichi Babilonesi conoscevano questo 
risultato, sebbene esso non sia ancora stato ritrovato espli- 
citamente nei documenti perve- 
nuti fino a noi. (Cfr. M. CANTOR, 
Gesch. d. Math., III, ed., 1907, 
p. 49, 50). 

Infine anche l’antico astro- 
nomo ed astrologo cinese il Duca 
CHOU (pronuncia Ciòu), zio del re 
Wu (1100 av. Cr.), si servi della 
eguaglianza 3° + 4° = 5°, che di- 
mostrò per mezzo di questa sem- 
plice figura (osservando cioè che CANA 
il quadrato dell’ ipotenusa si ot- 
tiene togliendo dal quadrato circoscritto 49, i quattro trian- 
goli rettangoli esterni, ovvero due rettangoli 3 X 4, ossia 


cr — e 
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E poiché ognuno dei due angoli BAI, BAH 
è retto, dunque con una retta BA, e nel punto A 
di essa, le due rette A/, XK, non poste dalla 
stessa parte, fanno gli angoli adiacenti eguali a 
due retti (14). Dunque I"A è per diritto alla 44. 
E per la stessa ragione BA è per diritto alla A0. 
E poiché l'angolo 4BI" è 
eguale all’angolo ZBA, perché 
ognuno di essi è retto, sl ag- 
giunga 4BI, comune. Allora 
tutto ABA è eguale a tutto 
ZBT'(C2). 
E poiché 4B è eguale a B/ 
e ZBa BA(T 22) dunque le due 
da si AB, BA sono eguali alle due 
ZB, BI, ciascuna a ciascuna e l’angolo BA è eguale. 
all'angolo ZBI. Allora la base A4 è eguale alla base 
ZI, ed il triangolo ABA è eguale al triangolo ZBI(4). 
E il parallelogrammo BA è doppio del triangolo 
ABA, poiché hanno la stessa base BA e sono nelle 


49 — 24= 25), e si servi di questo risultato per costruire 
un angolo retto. 

E cosi si fa oggi ancor talvolta in agrimensura, o in 
topografia quando non si possieda uno strumento più pre- 
ciso. Si costruisce con un filo teso e ripiegato, un trian- 
golo di lati, 3, 4, 5, e si ha cosi un angolo retto (48). 

Di questo teorema che si chiama ordinariamente di Pita- 
gora son state date interessanti ed assai varie dimostrazioni. 

Son notevoli tra le altre, una di PAPPo (IV, p. 17°), 
una dell’arabo THABIT IBN QuRRA (826-901 d. Cr.), una tro- 
vata nei mss. di LEONARDO DA VINCI (1452-1519). Cfr. HEATH, 
vol. 1 p. 364-368. 


EucLinpre I, ed. Vacca. 8 


114 ETOIXEIQN a’. 


BA nai &v taîs avraîs cio napadAiAos taîg BA, 
AA- voò dé ZBI towovov dirAdorov tò HB terod- 
puvov: Baow te yao ndiw t)v adtiv Egovor Tv 
ZB xaì év taîs avraîs Elo raga XA) A0 tate ZB, HI. 
îcov doa éoti xal rò BA mapaZAnAbyoauuov tò6 HB 
Tetpay ovo. buoiws di) Etevyrvuevwv tòv AE, BK 
osiyUnostar naì tè IA rnagadinAbyoauuov icov TÉ 
OI tetoayaoro: 6Aov doa tò BAET tetoaywvov dvoi 
toîs HB, OI tetoavavos ioov EÉotiv. xal ÉotL TÒ pv 
BAET rtstodywvov drò ts BI dvayoagér, tà dè 
HB, 6I° dnò tòv BA, AT. tò doa anò tg BI nAEv- 
cas tetodywvov loov éotì toîs dnò voòv BA, AT nAev- 
OGVv TETOAPAVOA. | 

"Ev doa toîs 6oVoywrios Toydvos tò darò Ts 
tiv dodiv yuwviav drotevovons Tr ÀEvoas TetodywWvov 
icov Éoti toîs darò TV Tv 60Ù)v ywriav nE0EYOv- 
cav nhevoov tetoayavos* bneo Eder detta. 


f 


pr 


°Eàv toydvov tò drcò puùs cév rtievodiv tetpà- 
ywvor Toov 1 toîs dò tv Aowrrov toù toy oovov 
dio sAevodv terpaycivors, i meoeyouéray yovia 
Unò tiv doudir to toiyeivov Sio nAsvobr d08 
éotuv. 


Towovov yào toù ABI tò drò mas cis BI 
thevoas tetodyuwvov ivov Èotw toîs drò tòov BA, AI 
nievoov Tergay@mvos. déyw dti d0dij Éotw 1) drrò 
BAT vovia. 
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stesse parallele BA, AA (41). Ed ancora, il qua- 
drato HB è doppio del triangolo ZBI, poiché 
hanno la stessa base ZB e sono nelle stesse paral- 
lele ZB, HI' (41). Dunque il parallelogrammo BA 
è eguale al quadrato HB. I 

Similmente, congiunte le AE, BK, si dimostrerà 
che anche il parallelogrammo IA è eguale al qua- 
drato OI. 

Dunque tutto il quadrato BAEI è eguale ai due 
quadrati HB, OI (C 2). Ed il quadrato BAEI" è 
costruito su BI" ed i quadrati HB, OI su le BA, 
AT. Dunque il quadrato del lato BI è notre ai 
quadrati dei lati BA, AI. 

Dunque, nei iriangoli reangos, etc. c. d. d. 


48. — Se in un triangolo il quadrato di un lato. 
è eguale ai quadrati dei due restanti lati del trian- 
golo, l'angolo compreso dai due restanti lati del trian- 
golo è retto. 


Infatti nel triangolo ABI" sia il quadrato del 
lato BI" eguale ai quadrati dei lati BA, AI. Dico 
che l’angolo BAI" è retto. 

Si conduca infatti dal punto A la retta A4ad 
angolo retto alla A4/'(11) e si ponga la Ad eguale 
alla BA, e si congiunga la dI. 

Poiché la AA è eguale alla AB, il quadrato della 
AA è eguale al quadrato della AB. Si aggiunga il 
quadrato della AI comune. I quadrati di 44, AI 
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"Hydw yào drò tod A onusiov ti AT evdela n0ÒS 
600às 7 A4 xai xeiod0 ti BA ion ?) A4, vaìù éne- 
Sevydw © AI. éneì lion éotv î AA ti) AB, iocov 
éotì xal tò drò tig AA tetodyWwvov TO drò tic AB 
TETRA vw. xowòv apooxsiodwa tò darò ts AT te- 
todywrov* tà doa dnò thov AA, Al tetoayuva Îloa 
éotì toîs dnò tòv BA, AI tetpayavois. dihà tot 
uév dò tOv AA, AI icov Éotì tò darò tig Al dedi) 
ydo éorw 1 inò AAT ywvia* toîs dè darò tOòv BA, 
AI’ loov éotì tò drnò tijs BI" bnoxertai ydo: tÒ doa 
dnò tig Al tetodywvov icov éotì t® dò tig BI 
Tetoayovow* Gore xal nÀevod 1 Al' ri) BI éotv ion: 
al éngì ion éotiv 7 4A ti) AB, mowi) dè i) AI, 
òvo di) ai AA, AT' débo tate BA, AI ica. eilciv® 
xa Pao 7 Al faog ti BI ion: yuvia doa 7 drò 


AAI' ywvia vij vaò BAT gotiv ion. dodi) dé 7) darò 


AAI* 6007) doa vai 7) inò BAL. 

°Eav doa toyavrov tò drò uds tOv rAEVOOY TE- 
Ttodyuvov ioov 1) Toîg dò TOV Aordvr Tod TOEWwavov 
òbo mAevoor TETOAY@VOI, 7) nEQLEYOUEVN ywvia Ùnò 
TOv Aorov Tod Ttoymvov duo rAevo@v dodij éotiv* 
Oneo Éder dela. 


48. In questa dimostrazione EUCLIDE ammette che: se 
due quadrati sono eguali, sono eguali anche le loro basi. 
Gia PROCLO aveva sentito il bisogno di dimostrare questa 
proposizione, e la sua inversa, e più recentemente DE Mor- 


1)» 


% 
- — — — —- 


= vs OAV O_o. 
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sono dunque eguali ai quadrati di BA, AI (C2). 
Ma il quadrato di AN è eguale ai quadrati di 
AA, AT, infatti l'angolo AAI è retto (47); ed il 
quadrato di BI" è eguale ai quadrati 
di BA, AI, ciò infatti si è supposto. 
Dunque anche il quadrato di A/" è 
eguale al quadrato di BI (C 1), perciò 
anche la Al'è eguale alla BI. Ma poi- 
ché anche la AA è eguale alla 45, e 
la AI' è comune, le due 4A, AI sono 
eguali alle due BA, AI) e la base A/° 
è eguale: alla base BI"; dunque l'angolo AAI/" è 
eguale all'angolo BAI" (8). Ma A4AI/' è retto, dunque 
anche BAI" è retto. 
Se dunque, in un triangolo, etc. c. d. d. 


E 


4 Ad B 


GAN (Companion to the Almanac for 1849, p. 8) aveva pure 
proposto di introdurle dopo la (46). 

Ma la verità della inversa, cioè: sono eguali i quadrati 
costruiti su basi eguali si deduce colla semplice applicazione 
di un principio logico il quale dice che: se su due enti eguali 
si eseguisce la stessa operazione, i risultati sono eguali (cfr. 
PeANO, Aritmetica etc. p. 49). | 

La proposizione diretta si dimostra subito osservando 
che se due rette sono diseguali, i quadrati costruiti su di 
esse sono diseguali, e quindi con una semplice regola di 
logica (enunciata nella nota alla (18), p. 46) si deduce la 
proposizione. Queste osservazioni possono spiegare perché 
Euclide non abbia creduto opportuno enunciare esplicita - 
mente le due proposizioni. 
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In un primo studio è conveniente, leggere rapidamente i 
postulati e le nozioni comuni, e poi subito la prima propo- 
sizione (p. 7), tralasciando le lunghe spiegazioni dei fer- 
mini geometrici, poiché esse, pur avendo avuto ragione di 
essere per i greci, sono poco utili a noi, ai quali questi 
termini sono notissimi e fanno oramai parte della lingua 
comune. 

Per facilitar l’uso di questo glossario, sono perciò state 
escluse le parole, appartenenti alla lingua comune dei greci, 
le quali compaiono soltanto nelle pp. 1-6. 

Dei verbi sono date le varie forme adoperate nel testo, 
sotto la forma dell’infinito presente. Delle altre parole è data 


soltanto una delle forme adoperate. 


dyew condurre 

id, xdwoav, utai, àaya- 
 yelv 

aiteiv domandare 
pModa 

aîrmuata postulati 

àdivarov impossibile 

àai}i}d ma 

GAiAiNA0vs l’un l’altro 

àvayodgpew costruire 
àvayeyvodp0do, avavodya, 
dvayoapév, avayeyoaupe- 
vOv 

dvioos diseguale 


dreL00s infinito 

ànevavtiov opposto 

armo da 

doa dunque 

àox) principio 

dtosros assurdo 

aùtos stesso 

apargetv togliere 
àapaioed7), dpnponodo, 
àapnontar, agpeAetv 

faos base | 

yào poiché 

voagpew descrivere 
yoapeodat, yeyvoap9 co 
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v0aun) linea 

vavia angolo 

dé poi 

deriva. dimostrare 
deisouev, detsai, éòeiydn, 
édeix0noar, deidi)oetai 

Òòelv esser necessario 
der, Edei 

Òòr dunque 

Òtà per 

didyerv condurre 
du)jz0@ 

diduetoog diagonale, diametro 

Òòldotnua distanza 

didovar dare 
dover, dovertos, dobevt, 
doveica, doveions, dodeion, 
dodetoav, dodetcai, dodei- 
6Ov, dodeicats 

è irAaoios doppio 

dixa per metà 

dvvatov possibile 

òvo due 

édv se 

€. se 

givar essere 
Éotiv, gi0iv, ÉOTO, ÉO0TO- 
cav, éotuir, Écovtat, Wow, 
î), ovta 

£ig verso 

éxate00s l'uno e l’altro 

éx da 

Extos fuori 

ExBàAREw prolungare 
éufePinodw, ExfeBAnod w- 
cav, ExBaZetv, éxBaAAopé- 
vas, ÈxfaAAduevai 
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éxxel0da. esser preso 
Exxeiod a 

ÉXd000v minore 

éusisterv incontrare 
ÉUTUNTETO, ÈUTÉNTOUEYV, 
évemeoev, ÉILITINTTOvOA 

év in 

évtos entro 

évaXidi alternamente 

Évvota nozione 

éi da 

ésrei poiché 

és su, per 

ém6evyvivar congiungere 
émgevyviovowv, Enmegev- 
100, énmegevziwoav, éri- 


Gevyvitooav, Embevydet- 
va, émbevyvvovoa, EILLEv- 
PVULEVAV 


Eteo0s altro 

evdeia retta 

eÙduyvoauuov rettilineo 

épaouògew coincidere 
épaouoSovta, épaqouoS$o- 
uévns, épaguofouevov, 
Epagudoer, Épaouodcaons, 
épaoudoartos, Épaosò - 
covowv 

épetijs di seguito 

Épiotdvar erigere 
épéotnxev, Epeotpnuvia 

éyew avere 
Eyer, Egovow, ÉXÉTtO, ÉXM; 
é{ov, éyovta, Éyovoav, 
éyovoai, Éser 

î) che 

fuov metà 
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7jToL OVVero 

î0os eguale 

io6rrAevgov equilatero 

icooxeÀàég isoscele 

xddertos cateto 

xai e 

xaÀgiv chiamare 
xadettai 

xatà per, ad 

xataàerduevov rimanente 

xei0da. esser posto 
xeioda, xeiuevar 

xévtoov centro 

xotv?] comune 

xogvp?) vertice 

xix40s circolo 

Aaufàvew prendere 
AMPI 4 

Aéyew dire 
Aéyo, Aeydbueva 

Agintew lasciare 

Aouros resto 

ueigov maggiore 

uév pure, bensi 

mé00s parte 

ueTtà con 

uetadZaufaverv permutare 
uetaiZaufBavouevar, ueta- 
Aaufavouévas 

pu) non 

undeteoos nessun dei due 

sia una | 

viv ora 

ò il 

6Aos intero 

duoiws similmente 

oss acuto 
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Greo ciò che © 

brrdte0os qual dei due 

6odoy@vios ortogonale, ret- 
tangolare 

6oVds retto 

òtav quando 

6. che 

6g il quale, che 

odòé né 

oùdév niente 

où(x) non 

oùv dunque 

adv di nuovo 

nds tutto 

saod ad 

smaoaffaAZewv applicare 
magafePAi)0dd0, raoaBé- 
fANTAIL, ragaParetv 

magazinAoyoauuov parallelo- 
grammo 

magodiAinAos parallelo 

maoarTAoQua complemento 

nereoaouévn terminata . 

mei intorno 

Teouéyeww comprendere 
Teoegovorv, mEQUÉÉOvOL», 
ITEQLEYOVOGY, MEDIELOMEVN, 
TEOLEYOUEVNV 

mievoà lato 

ItÀrnv eccetto 

moàvs molto 

mov fare 
ITOLEL, ITOLOVOLV, ITOLT), ITOL- 
OL, ITOLELTO), IMUELTO- 
av, ITOL;)0AL, ITOLOEL, IE- 
ITOiNuev 

1t0ds verso 
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1000exfàAAew prolungare 
mooceufefAÀin0Iw, 1000Ex- 
feBA]0d0w0av, n000ExBAÀN- 
Veions, IoocEexBARIELOGYV 

moooxeloda: essere aggiunto 
T000xE(08 0) 

moootdéva. aggiungere 
ITOO0TEV7) 

onueiov punto 

otadel0a eretta 

OvuITintELv concorrere 
OVUIKITTOVOLV, OVUITLITTOV- 
Gar, GVUITECOOVTAL, OVUTU- 
NTÉTWOAV 

0vviotàvai costruire 
OVVEOTATOA, CVVECTATAL, 
OVVECTATOH0AV, Gvviotav- 
Tar, Gvotoacda:, cvota- 
Ùowv, cvotadnoovta:, 0v- 
otadel0ai 

ovveyés continuo 

oxiua figura 

téuvewv dividere 
TÉUVEL, TÉUVOVOLWV, TÉUVO)- 


ov, teTU0d0, TÉTUNTAL, 
TEUEÙV, TETUMNUEVNE 

té0cag0EsS quattro 

TetodY wvov quadrato 

adéva. porre 
VeodaL, tideEudvov 

tis alcuno 

toarné$ov trapezio 

toeis tre 

toiyavov triangolo 

Ttugòv a caso 

vregéyeiv superare 

brrò da 

brroxeicda: supporre 
VITONELTAL 

vroteivev -sottendere 
VITOTELVEL, ÙMOTELVOVOLV, 
dsrotTElVvOvOa, Us OTELVOY- 
0ns, drrotELVOvOAav, dIrotei- 
vovoaL 

zagiov spazio 

gs come 

bore sicché 


— Wo 


ir ne ‘È 


